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I—Reduccic’m de la LPO bésica a proposicional

Reduccién de la LPO basica a proposicional

» QObservacion:
» En este tema sélo se consideran lenguajes de primer orden sin
igualdad.
» Reducciéon de la LPO basica a proposicional

» Def.: Una férmula basica es una férmula sin variables ni
cuantificadores.
» Prop.: Sea S un conjunto de férmulas basicas. Son equivalentes:

1. S es consistente en el sentido de la légica de primer orden.
2. S es consistente en el sentido de la légica proposicional.
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I—Modelos de Herbrand

L Reduccion de Ia LPO basica a proposicional

Ejemplos de reduccion de la LPO basica a proposicional

> {P(a) vV P(b),~P(b) V P(c), P(a) = P(c)}
es consistente en el sentido de la légica de primer orden.

» {P(a) Vv P(b),—P(b)V P(c), P(a) — P(c),~P(c)}

es inconsistente en el sentido de la Iégica de primer orden.

p! P(a) Vv P(b) | =P(b) v P(c) | P(a) — P(c) | =P(c)
Iy | 0 0 1 1 1
T | {c} 0 1 1 0
7z | {b"} 1 0 1 1
Ty | {b,c} 1 1 1 0
Ts | {a'} 1 1 0 1
Ts | {a',c'} 1 1 1 0
I; | {a', b'} 1 0 0 1
Ts | {a',b!, '} 1 1 1 0
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I—Modelos de Herbrand

I—Reduccién de la LPO baésica a proposicional

Ejemplos de reduccién de la LPO basica a proposicional

» {P(a) Vv P(b),—=P(b)V P(c),P(a) — P(c)}
es consistente en el sentido proposicional (con modelos
T4,Z6,73).

» {P(a) vV P(b),=P(b)V P(c),P(a) — P(c),—=P(c)}

es inconsistente en el sentido proposicional.

Se consideran los cambios P(a)/p, P(b)/q, P(c)/r
plqlr|pVvq|gqVr|p—r|-r

Z; /000 O 1 1 1

7,100 |1 0 1 1 0

73101110 1 0 1 1

7,10 1|1 1 1 1 0

s 111010 1 1 0 1

e |1 10| 1 1 1 1 0

Z; 111110 1 0 0 1

Tg |1 1|1 1 1 1 0
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I—Universo de Herbrand

Notacion

» L representa un lenguaje de primer orden sin igualdad.
» C es el conjunto de constantes de L.

» F es el conjunto de simbolos de funcién de L.

» R es el conjunto de simbolos de relacién de L.

» F, es el conjunto de simbolos de funcién n—aria de L.

» R, es el conjunto de simbolos de relacion n—aria de L.
» f/nindica que f es un simbolo de funcién n—aria de L.

» P/n indica que f es un simbolo de relaciéon n-aria de L.
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I—Modelos de Herbrand
I—Universo de Herbrand

Universo de Herbrand

» Def.: El universo de Herbrand de L es el conjunto de los términos
basicos de L. Se representa por UH(L).

» Prop.: UH(L) = U;>q Hi(L), donde H;(L) es el nivel i del UH(L)
definido por N
Ho(L) :{ C, siC#0;
{a}, en caso contrario. (a es una nueva constante).
Hiv1(L) = Hi(L)U{f(tr,...,tn): f E€Fpyt,...,th € Hi(L)}

» Prop.: UH(L) es finito syss L no tiene simbolos de funcién.
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I—Universo de Herbrand

Ejemplos de universo de Herbrand

» SiC=1{a,b,c} yF =10, entonces
Ho(L) ={a,b,c}
Hi(L) ={a b,c}

UH(L) ={a,b,c}
» SiC =0y F={f/1}, entonces
Ho(L) ={a}
Hi(L) ={a f(a)}
Ha(L) = {a,f(a),f(f(a))}

UH(L) = {a,f(a), F(F(a)),...} = {Fi(a) : i € N}
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I—Modelos de Herbrand
I—Universo de Herbrand

Ejemplos de universo de Herbrand

» SiC={a, b}y F={f/1,g/1}, entonces
HO(L) - {aa b}
Hl(L) = {av b, f(a)vf(b)vg(a)vg(b)}
HZ(L) - {a7 b, f(a),f(b),g(a),

» SiC ={a, b}y F={f/2}, entonces
HO(L) = {37 b}
Hi(L) ={a,b,f(a,a),f(a,b),f(b,a),f(b,b)}
Hy(L) ={a,b,f(a,a),f(a,b),f(b,a),f(b,b), f(a,f(a,a)),f(a f(a,b)),...
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I—Base de Herbrand

Base de Herbrand

» Def.: La base de Herbrand de L es el conjunto de los 4&tomos
basicos de L. Se representa por BH(L).
» Prop.: BH(L) = {P(t1,...,tn) : PE Ry Y t1,...,t, € UH(L)}.
» Prop.: BH(L) es finita syss L no tiene simbolos de funcién.
» Ejemplos:
» SiC={a,b,c}, F=0y R ={P/1}, entonces
UH(L) ={a,b,c}
BH(L) ={P(a), P(b), P(c)}
» SiC={a}, F={f/1} y R={P/1,Q/1,R/1}, entonces
UH(L) ={a, f(a),f(f(a)),...} ={f(a):ie N}
BH(L) = {P(a), Q(a), R(a), P(£(2)), Q(F(a)), R(F(a), ...}
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I—Modelos de Herbrand

L Interpretaciones de Herbrand

Interpretaciones de Herbrand

» Def.: Una interpretacion de Herbrand es una interpretacion
Z=(U,I) tal que
» U es el universo de Herbrand de L;
» [(c) = c, para cada constante ¢ de L;
» I(f) = f, para cada simbolo de funcién f de L.
» Prop.: Sea Z una interpretacion de Herbrand de L. Si t es un
término bésico de L, entonces Z(t) = t.
» Prop.: Una interpretacion de Herbrand queda determinada por un
subconjunto de la base de Herbrand, el conjunto de 4tomos
basicos verdaderos en esa interpretacién.
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I—Modelos de Herbrand
I—I\/Iodelos de Herbrand

Modelos de Herbrand

» Nota: Las definiciones de universo de Herbrand, base de Herbrand e
interpretacion de Herbrand definidas para un lenguaje se extienden a
férmulas y conjuntos de férmulas considerando el lenguaje formado
por los simbolos no légicos que aparecen.

» Def.: Un modelo de Herbrand de una féormula F es una interpretacién
de Herbrand de F que es modelo de F.

» Def.: Un modelo de Herbrand de un conjunto de férmulas S es una
interpretacion de Herbrand de S que es modelo de S.

» Ejemplo: Los modelos de Herbrand de
{P(a) v P(b),~P(b) Vv P(c), P(a) — P(c)} son
{P(b), P(c)}, {P(a). P(c)} y {P(a), P(b), P(c)} (ver pigina 5).

» Ejemplo: Sea
S ={VxVy[Q(b,x) — P(a)V R(y)], P(b) — -3z Ju Q(z, u)}.
Entonces,

UH(S) ={a, b}
BH(S) ={P(a), P(b), Q(a, a), Q(a, b), Q(b.a), Q(b, b), R(a), R(b)}
Un modelo de Herbrand de S es {P(a)}.
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I—Interpr«:—:tacién de Herbrand de una interpretacién

Interpretacién de Herbrand de una interpretacién

Sea 5 ={{-Q(b, X) P(a),R(y)}, {=P(b), = Q(z,u)}} e
=({L,2},)con a' =1, b/ =2, P = {1}, Q' = {(1,1),(2,2)},

R’ = {2}. Entonces, Z|= S

Calculo de la interpretacién de Herbrand Z* correspondiente a Z:
i — (UH(S), ")

UH(S) = {a, b}
BH(S) = {P(a), P(b), Q(a, a), Q(a, b), Q(b.a), Q(b, b), R(a), R(b)}
I"(P(a)) =Pl(d)= P’(l) -
I*(P(b)) = P’(b )=P'(2) =F
I"(Q(a,a)) =Q'(d,d)=0Q'(1,1)=V
I*(Q(a, b)) :Q'(a,b):Q(l 2)=F
I*(Q(b,a)) = Q'(b,a ) =Q'(2,1) = F
I*(Q(b, b)) = Q'(b',b) = Q(2,2) =
I"(R(a))) =R'(d)= R’(l) — F
F(R(b) = RI(b)=RI(2) =

= {P(a), Q(a, a), Q(b, b), R(b)} yI* =S
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I—Interpretacién de Herbrand de una interpretacién

Interpretacion de Herbrand de una interpretacion

Sea S el conjunto de clausulas {{P(a)},{Q(y,f(a))}} e Z = ({1,2},1)
cona' =1, 1 =1{(1,2),(2,1)}, P = {1}, Q" = {(1,2),(2,2)}. Entonces,
ZTES.

Calculo de la interpretacién de Herbrand Z* correspondiente a Z:

7" = (UH(S), I")

UH(S) ={a,f(a),f(f(a)),...} ={f'(a) : i € N}

BH(S) = {P(f”( )) neN}U{Q(f"(a),f™(a)) : n,m e N}
I*(P(a)) = P'(a') = PI(1 )= v

I*(P(f(a))) = P'(f'(a")) = P'(f'(1)) = P'(2) = F
I*(P(f(f(a)))) = PI(fI(fld))) = PI(1) =V

I*(P(£7(3))) _ V, sines par;

F, en caso contrario.

. n m )V, simesimpar;
F(Q(F"(a), () = F, en caso contrario.

I* = {P(f>"(a)) : n € N} U{Q(f"(a), f>"*1(a)) : n,m € N}

I* = S.
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I—Consistencia mediante modelos de Herbrand

Consistencia mediante modelos de Herbrand

» Prop.: Sea S un conjunto de férmulas basicas. Son equivalentes:

1. S es consistente.
2. S tiene un modelo de Herbrand.

» Prop.: Sea S un conjunto de clausulas. Si Z* es una
interpretacion de Herbrand correspondiente a un modelo 7 de S,
entonces Z* es un modelo de S.

» Prop.: Sea S un conjunto de clausulas. Son equivalentes:

1. S es consistente.
2. S tiene un modelo de Herbrand.

» Prop.: Sea S un conjunto de clausulas. Son equivalentes:

1. S es inconsistente.
2. S no tiene ninglin modelo de Herbrand.

» Prop.: Existen conjuntos de férmulas consistentes sin modelos de
Herbrand.
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I—Consistencia mediante modelos de Herbrand

Ejemplo de conjunto consistente sin modelos de Herbrand
» Sea S = {3x P(x),—P(a)}. Entonces,

» S es consistente.
TkESconZ=({1,2},1),a' =1y P ={2}.
» S no tiene modelos de Herbrand
UH(S) = {a}
BH(S) = {P(a);
Las interpretaciones de Herbrand de S son 0y {P(a)}.
0F~S
{P(a)} =S
» Una forma clausal de S es S’ = {P(b),—P(a)}.
» Un modelo de Herbrand de §' es Z = (U, /) con U = {a, b} y
P! = {b}.
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I—Extensiones de Herbrand

Instancias basicas de una clausula

» Def.: Una sustitucién o (de L) es una aplicacién

o : Var — Térm(L).

Def.: Sea C = {L1,...,L,} una cldusula de L y o una sustitucién

de L. Entonces, Co = {Lio,...,L,0} es una instancia de C.

» Ejemplo: Sea C = {P(x, a),~P(x,f(y))}.

Clx/a,y/f(a)] = {P(f(a),a), ~P(f(a), f(f(a)))}

Def.: Co es una instancia basica de C si todos los literales de Co

son basicos.

» Ejemplo: Sea C = {P(x, a),~P(x,f(y))}.
{P(f(a),a),—P(f(a),f(f(a)))} es una instancia basica de C.
{P(f(a),a),~P(f(f(a)),f(a))} no es una instancia basica de C.
{P(x,a),~P(f(f(a)),f(a))} no es una instancia basica de C.

v

v
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I—Ex‘censiones de Herbrand

Extensiones de Herbrand

» Def.: La extensién de Herbrand de un conjunto de cldusulas S es el
conjunto de férmulas
EH(S)={Co: Ce Sy,
para toda variable x en C,o(x) € UH(S)}
» Prop.: EH(L) = U;>o EHi(L), donde EH;(L) es el nivel i de la EH(L)
EH;(S)={Co: Ce Sy,
para toda variable x en C,o(x) € UH;(S)}
» Ejemplos:
» Sea S = {{P(x)},{—P(f(x))}}. Entonces,
EHo(S) = {{P(a)}, {-P(f(a))}}
EH1(S) = EHo(S) U{{P(f(a))},{-P(f(f(a)))}}
EHa(5) = EH1(S) U {{P(f(f(a)))}, {—P(f(f(f(a))))}}
» Sea S = {{-P(x), Q(x)},{P(a)},{—Q(z)}}. Entonces,
EH(S) = {{-P(a), Q(a)}, {P(a)}, {~Q(a)}}.
> Sea 5 = {{-P(x), Q(x)}, {—=Q(y), R(y)}, {P(a)}, {=R(a)} }.

Entonces,
EH(S) = {{-P(a), Q(a)}, {~Q(a), R(a)}, {P(a)},{~R(a)}}.
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I—Teorema de Herbrand

Teorema de Herbrand

» Teorema de Herbrand: Sea S un conjunto de clausulas. Son
equivalentes:

1. S es consistente.
2. EH(S) es consistente (en el sentido proposicional).
» Prop.: Sea S un conjunto de clausulas. Entonces, son
equivalentes

1. S es inconsistente.

2. EH(S) tiene un subconjunto finito inconsistente (en el sentido
proposicional).

3. Para algiin i, EH;(S) es inconsistente (en el sentido proposicional).
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I—Semidecisién mediante el teorema de Herbrand

Semidecision mediante el teorema de Herbrand

Entrada: Un conjunto finito de clausulas, S.
Salida: Inconsistente, si S es inconsistente.
i:=20
bucle
si EH;(S) es inconsistente (en el sentido proposicional) entonces
Devolver Inconsistente y terminar
en caso contrario
I=i4+1
fsi
fbucle
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I—Semidecisién mediante el teorema de Herbrand

Ejemplos de decisién mediante el teorema de Herbrand

» S={{-P(x),RQ(x)},{P(a)},{—Q(z2)}} (p- 20) es inconsistente.
EHo(S) = {{—=P(a), Q(a)},{P(a)},{—Q(a)}} es inconsistente.
1 {~P(a), Q(a)}
2 {P(a)}
3 {~Q(a)}
4 {Q(a)} Res 1,2
5 [0 Res 3,4
> 5= {{-P(x), Qx)}{=Q(y), R(y)}, {P(a)},{~R(a)}} es
inconsistente.
EHo(S) = {{~P(a), Q(a)}, {~Q(a), R(a)}, {P(a)}, {~R(a)}}.
1 {=P(a), Qa)}
{—Q(a), R(a)}

2

3 {P(a)}

4 {-R(a)}

5 {Q(a)} Res 1,3
6 {R(a)} Res 5,2
7 O Res 6, 4
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I—Semidecisién mediante el teorema de Herbrand

Ejemplos de decisién mediante el teorema de Herbrand

» S={{P(x)},{-P(f(x))}} es inconsistente (p. 20).
— EHo(S) = {{P(a)},{—P(f(a))}} es consistente
T = {P(a)} - EHo(S)
— EH1(S) = EHo(S) U{{P(f(a))},{—P(f(f(a)))}} es inconsistente.
1 {P(f(a))}
2 {~P(f(a))}
3 0 Res 1,2
» S ={{-P(x), Q(f(x),x)},{P(g(b))},{—Q(y,z)}} es inconsistente.

Dem.:

5" ={{~P(g(b)), Q(f(g(b)), (b))}, {P(g(b))},{~Q(f(g(b)),g(b))}}
C EH(S)
es inconsistente.

1 {=P(g(b)), Q(f(g(b)),5(b))}

2 {P(g(b))}

3 {=Q(f(g(b)),&(b))}

4 {Q(f(g(b)),g(b))} Res 1,2
5 [0 Res 3,3
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I—Semidecisién mediante el teorema de Herbrand
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