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1.1. Introduccion

1.1.1. Panorama de la légica

» Objetivos de la logica:

e La formalizacién del lenguaje natural.

e [os métodos de razonamiento.
= Sistemas légicos:

e Logica proposicional.

e Logica de primer orden.

e Logicas de orden superior.
e Logicas modales.

e Logicas descriptivas.
» Aplicaciones de la l6gica en computacién:

e Programacion légica.

e Verificacion y sintesis automaética de programas.

e Representacién del conocimiento y razonamiento.
e Modelizacién y razonamiento sobre sistemas.

» Logica informdtica = Representacion del conocimiento +
Razonamiento

1.1.2. Ejemplos de argumentos y formalizaciones

» Ejemplos de argumentos:

e Ejemplo 1: Si el tren llega a las 7 y no hay taxis en la estacion, entonces Juan
llegara tarde a la reunién. Juan no ha llegado tarde a la reunién. El tren lleg6
a las 7. Por tanto, habian taxis en la estacion.

e Ejemplo 2: Si hay corriente y la lampara no estd fundida, entonces estd encen-
dida. La lampara no estd encendida. Hay corriente. Por tanto, la lampara esta
fundida.

s Formalizacion:
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e Simbolizacién:

Simb. ‘ Ejemplo 1 ‘ Ejemplo 2
p el tren llega a las 7 hay corriente
q hay taxis en la estacion la ldmpara esta fundida
r Juan llega tarde a la reunién | la ldmpara estd encendida

e Sipyno g, entonces r. No r. p. Por tanto, g.

e pA—gq—r, 0t pEg.

1.2. Sintaxis de la 16gica proposicional

1.2.1. Ellenguaje de la l6gica proposicional

El lenguaje de la 16gica proposicional

= Alfabeto proposicional:

e variables proposicionales: py, p1,...;p,q,1.
e conectivas logicas:
o monaria: — (negacion),

o binarias: A (conjuncién), V (disyuncién),
— (condicional), < (bicondicional).

e simbolos auxiliares: “(“ y “)”.
» Férmulas proposicionales:
e Definicién:
o Las variables proposicionales son férmulas (férmulas atémicas).

o Si F y G son férmulas, entonces también lo son
-F,(FAG),(FVG),(F—=G)y (F+ G)

e Ejemplos:
o Formulas:p, (pV—q), ~(pvp), ((p—=q)V(g—rp)
o No férmulas: (p), pV-gq, (pVAg)

Férmulas proposicionales (BNF)

= Notaciones:

® p,q,7,... representardn variables proposicionales.

e [,G,H,... representaran férmulas.
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e /P representa el conjunto de los variables proposicionales.
e Prop representa el conjunto de las férmulas.

e x representa una conectiva binaria.
» Forma de Backus Naur (BNF) de las férmula proposicionales:

e Fu=p|-G|(EAG)|(EVG)|(F—G)|(F < G).

1.2.2. Recursion e induccién sobre formulas

Definiciones por recursién sobre férmulas

» Numero de paréntesis de una férmula:

e Def: El nimero de paréntesis de una férmula F se define recursivamente por:
0, si F es atOmica;
np(F) = { np(G), si F es =G;
2+np(G)+np(H), siFes(GxH)

e Ejemplos:

Demostraciéon por induccién sobre férmulas

» Principio de induccién sobre férmulas: Sea P una propiedad sobre las férmulas
que verifica las siguientes condiciones:

e Todas las férmulas atémicas tienen la propiedad P.

e Si F y G tienen la propiedad P, entonces —F, (FAG), (FVG), (F — G)y
(F <> G), tienen la propiedad P.

Entonces todas las férmulas proposicionales tienen la propiedad P.

» Propiedad: Todas las férmulas proposicionales tienen un ntimero par de parénte-
sis.

e Demostracién por induccién sobre las férmulas.
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o Base: F atébmica = np(F) = 0 es par.
o Paso: Supongamos que np(F) y np(G) es par (hipétesis de induccion).
Entonces,
np(—F) = np(F) es pary
np((F*G)) =2+ np(F) +np(G) es par,
para cualquier conectiva binaria *.

1.2.3. Arboles de anilisis (o de formacién)

(p = (mqVp))
/2 /\
(—qVp)

N /\

q q

1.2.4. Eliminacién de paréntesis

Criterios de reduccion de paréntesis

» Pueden eliminarse los paréntesis externos.
F A G es una abreviatura de (F A G).

» Precedencia de asociacion de conectivas: —, A, V, —, <.
FAG — —F V G es una abreviaturade ((FA G) — (=FV G)).

» Cuando una conectiva se usa repetidamente, se asocia por la derecha.
FVGVH abrevia (FV (GVH))
FAGAH — —-FVG abrevia ((FA(GAH))— (-FVG))

1.2.5. Subfoérmulas

Subférmulas
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» Def: El conjunto Subf(F) de las subférmulas de una férmula F se define recursiva-

mente por:
{F}, si F es atémica;
Subf(F) = { {F} USubf(G), si F es -G;
{F} USubf(G) USubf(H), siFesGxH
» Ejemplos
* Subf(p) = {p}
* Subf(q) = {4}
o Subf(—q) = {—q,4}
® Subf(=qVp) ={=qVp,—4,4p}
o Subf(p = —qVp)={p—=—=qVp,p.~qVp—44}

1.3. Semantica proposicional

1.3.1. Valores y funciones de verdad

» Valores de verdad (IB): 1: verdadero y 0: falso.
= Funciones de verdad:

1, sii=0;

0, sii=1.

1, sii=j=1,
0, en otro caso.

sii =]=0;

o H.:{0,1} = {0,1} t.q. H.(i) = {

Hy :{0,1}% = {0,1} t.q. HA (i, ])

Hy:{0,1}*> = {0,1} t.q. H,(i,]) = {2

, en otro caso.

0, sii=1,j=0;

H. :{0,1}* = {0,1} tq. H.(i,j) = {
1, en otro caso.

sii=j;

He, :{0,1}?> — {0,1} t.q. Ho. (i, ]) = {1’

0, en otro caso.
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1.3.2. Interpretaciones

» Funciones de verdad mediante tablas de verdad:

i| i INJ LIV i—=]|ie]
110 1 1 1 1
0] 1

O R O M—.

OO R R ..

0 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
= Interpretacion:

e Def.: Una interpretacion es una aplicaciéon [ : VP — B.
e Prop: Para cada interpretacion I existe una tnica aplicacién I’ : Prop — B tal
que:
I(F), si F es atémica;
I'(F) = ¢ HL(I'(G)), si F = —G;
H.(I'(G),I'(H)), siF=Gx*H
Se dice que I'(F) es el valor de verdad de F respecto de I.

» Ejemplo:Sea F = (pVq)A(—qgVr)

e valor de F en una interpretacion I; tal que I1 (p) = 1(r) =1,L1(q) =0

(p Vg AN (g V 1)
(1 v 0 A (=0 VvV 1)

1 A1 V1)
1 A 1
1

e valor de F en una interpretacion I, tal que L(r) =1, L(p) = I(q) =0

(p Vg AN (g V 1)
000 0 10 1 1

» Prop.: Sea F una férmula y Iy, I; dos interpretaciones. Si I (p) = I(p) para todos
las variables proposicionales de F, entonces I{ (F) = I}(F).

» Notacién: Se escribe I(F) en lugar de I'(F).

1.3.3. Modelos, satisfacibilidad y validez
Modelos y satisfacibilidad

» Modelo de una férmula

e Def.: I es modelo de Fsi I(F) = 1.
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e Notacion: [ = F.

e Ejemplo (continuacién del anterior):
-sili(p) =L(r) =1,I1(q) =0,entonces I1 = (pVg) A (=g Vr)
—silh(r) =1,1(p) = L(q) =0,entonces I, = (pVq) A (=g Vr).

» Formulas satisfacibles e insatisfacibles

Def.: F es satisfacible si F tiene algtiin modelo.

Ejemplo: (p — q) A (g — r) es satisfacible
I(p) = I(q) = I(r) = 0.

Def.: F es insatisfacible si F no tiene ningtin modelo.

Ejemplo: p A —p es insatisfacible

pl-oplpn-p
10 o
ol1] o

Tautologias y contradicciones

» Def.: F es una tautologia (o valida) si toda interpretacion es modelo de F. Se repre-
senta por = F.

» Def.: F es una contradiccién si ninguna interpretacion es modelo de F.
» Def.: F es contingente si no es tautologia ni contradiccién.
» Ejemplos:

1. (p — q) V (g — p) es una tautologia.
2. (p = g) A —=(p — q) es una contradiccion.

3. p — g es contingente.

rlalp—=aqla—plp=29V@—p) | ~(p—9) | (P29 A(p—9)
11 1 1 1 0 0
10} O 1 1 1 0
0l1] 1 0 1 0 0
0/0| 1 1 1 0 0
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Clasificaciones de fé6rmulas

Todas las formulas

Tautologias

Contigentes

Contradicciones

Verdadera en todas

Verdadera en

Falsa en todas las

las interpretaciones | algunas interpretaciones
interpretaciones y
falsa en otras
(e pV p) (& p —q) (&) p A ~p)
Safisfacibles Insatisfacibles

Todas las formulas

Satisfacibilidad y validez

» Los problemas SAT y TAUT:

e Problema SAT: Dada F determinar si es satisfacible.

e Problema TAUT: Dada F determinar si es una tautologia.

» Relaciones entre satisfacibilidad y tautologicidad:

e Festautologia <= —F esinsatisfacible.
e Festautologia = F essatisfacible.

e Fessatisfacible =% —F es insatisfacible.
p — q es satisfacible.

I(p) =1(q) =1
—(p — q) es satisfacible.

I(p) =1,1(q) = 0.

1.3.4. Algoritmos para satisfacibilidad y validez
» Tabla de verdad para = (p — q) V (9 — p):

rlallp—=9) | @@—=p)|(p—=q9)V(EG—p)
11 1 1 1
1]0 0 1 1
01 1 0 1
00 1 1 1
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Tabla de verdad simplificada para |= (p — q) V (g — p):

rlallp = q9 VvV (@ = p
1/1/1 1 1 1 1 1 1
1/0/1 0 O 1 O 1 1
0/1/0 1 1 1 1 0 0
0ojlojo 1 0 1 0 1 0

étodo de Quine para = (p — q) V (9 — p)
(p =9 VvV (@ = p

0

Método de Quine para = (p — q) V (4 — p)
(p =9 VvV (@ = p

0

0 1 0 1

1%

0 O

Tablas de verdad para = (p <> q) V (9 <> p)

rlal(peog|@eop) | (peqgVigep)
11 1 1 1
110/ o0 0 0
01 0 0 0
0|0 1 1 1

Método de Quine para [~ (p <> q) V (g <> p)
(p < a) vV (@@ < p)

0

1

0 1 0 1

0 O

0O 00 0 0 1
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1.3.5. Seleccion de tautologias

1. F—=F (ley de identidad).

2. FV-—F (ley del tercio excluido).

3. —(FA—F) (principio de no contradiccién).
4. (-F —>F)—F (ley de Clavius).

5. =-F - (F = G) (ley de Duns Scoto).

6. ((F— G) — F)— F (ley de Peirce).

7. (F>G)ANF—=G (modus ponens).

8. (F— G)A—-G— —=F (modus tollens).

1.3.6. Equivalencia légica

Férmulas equivalentes

» Def.: Fy G son equivalentes si I(F) = I(G) para toda interpretacion I. Represen-
tacion: F = G.

» Ejemplos de equivalencias notables:

1. Idempotencia: FVF=F; FAF=F.
2. Conmutatividad: FVG=GVFEF; FAG=GAF.

3. Asociatividad: FV(GVH)=(FVG)VH;
FA(GAH)= (FAG)AH

4. Absorcion: FA(FVG)=F; FV(FAG)=F.
5. Distributividad: FA(GVH)=(FAG)V(FAH);
FV(GAH)=(FVG)A(FVH).
6. Doble negacion: ~—F = F.
7. Leyes de De Morgan: ~(FAG) =—-FV -G;
—(FVG)=-FA-G
8. Leyes de tautologias: Si F es una tautologia, FAG=G; FVG =F.

9. Leyes de contradicciones: Si F es una contradiccion FAG=F; FVG = G.

Propiedades de la equivalencia l6gica

» Relacién entre equivalencia y bicondicional:
e F=Gsyss=F < G.

» Propiedades basicas de la equivalencia logica:
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e Reflexiva: F = F.
e Simétrica: Si F = G, entonces G = F.

e Transitiva:Si F = Gy G = H, entonces F = H.
» Principio de sustitucion de férmulas equivalentes:

e Prop.: Si en la férmula F se sustituye una de sus subférmulas G por una for-
mula G’ l6gicamente equivalente a G, entonces la férmula obtenida, F' es
l6gicamente equivalente a F.

e Ejemplo: F =-=(pAg) = =(pA——r)

G =-(pnq)
G/ :—|p\/—|q
F' = (=pV—q) = =(pA-mr)

1.3.7. Modelos de conjuntos de férmulas
= Notacion:
e 5,51,52,... representaran conjuntos de férmulas.
» Modelo de un conjunto de férmulas:

e Def.: [ es modelo de S si para toda F € S se tiene que I = F.

e Representacién: I |= S.

e Ejemplo:SeaS={(pVg)A(—~qVr),qg—r}
1,5

La interpretacion I tal que I;(p) = (q9) = 0,1(r) = 1 es modelo de S
(h = 9).

{p vaANGEaqgvVvr q— 71}

1 1 01 1 01 1 0 1 1
La interpretacion I tal que I(p) = 0, (gq) = 1, Ix(r) = 0 no es modelo de S
(I = S).

{p vagn(qgvVvr) q =71}

O 1 0 0 O 1T 0 O 1 0 O

1.3.8. Consistencia y consecuencia légica

Conjunto consistente de férmulas

= Def.: S es consistente si S tiene algtin modelo.

» Def.: S es inconsistente si S no tiene ningtin modelo.
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= Ejemplos:

e {(pVq)N(—qVr),p— r}esconsistente (con modelos Iy, I, Ig)

e {(pVq)AN(—qVr),p—r —r}esinconsistente

pla|r|(pVg) | (0gVr) | (pVgA(qVr)|p—r|or
L10(0/(0 0 1 0 1 1
L{ojo|1] o© 1 0 1 |0
I3/0[1]0 1 0 0 1 1
Lioft|1| 1 1 1 1 o
I|1]olo| 1 1 1 o |1
I 1101 1 1 1 1 0
1|10 1 0 0 0o |1
Ig|1]1]1 1 1 1 1 0

Consecuencia légica

m Def.: F es consecuencia de S si todos los modelos de S son modelos de F.

» Representacion: S = F.

= Ejemplos: {p = q,q =1} Ep—=ry{p Fp/g

plg|rip—=>ql9g—r|\p—or Pl9|\pPNg

Llolofo| 1 1 1 1) 1

L{00|1]| 1 1 1 110, 0

L|(o|1|0]| 1 0 1 0j1, 0

L{o|1|1] 1 1 1 0j0] O

/1|00 0 1 0

Ie|1|01] 0 1 1

|1]1]0] 1 0 0

|1|1|1] 1 1 1

Propiedades de la consecuencia

» Propiedades basicas de la relaciéon de consecuencia:

e Reflexividad: S = S.
e Monotonia: Si S1 = Fy S; C Sy, entonces S, |= F.
e Transitividad:Si S = Fy {F} = G, entonces S = G.

= Relacién entre consecuencia, validez, satisfacibilidad y consistencia:
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e Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. {F,.... L} EG
2. ERA---NF,— G
3. =(Ff A--- ANE, — G) es insatisfacible
4. {F,...,F,;,—~G} es inconsistente

1.3.9. Argumentaciones y problemas 16gicos

Ejemplo de argumentacién

= Problema de los animales: Se sabe que

1. Los animales con pelo o que dan leche son mamiferos.

2. Los mamiferos que tienen pezufias o que rumian son ungulados.
3. Los ungulados de cuello largo son jirafas.

4. Los ungulados con rayas negras son cebras.

Se observa un animal que tiene pelos, pezufias y rayas negras. Por consiguiente,
se concluye que el animal es una cebra.

» Formalizacion:
{ tiene_pelos V da_leche — es_mamifero,

es_mamifero A (tiene_pezufas V rumia) — es_ungulado,
es_ungulado A tiene_cuello_largo — es_jirafa,
es_ungulado A tiene_rayas_negras — es_cebra,
tiene_pelos A tiene_pezufias A tiene_rayas_negras }

= es_cebra

Problemas légicos: veraces y mentirosos

» Enunciado: En una isla hay dos tribus, la de los veraces (que siempre dicen la
verdad) y la de los mentirosos (que siempre mienten). Un viajero se encuentra con
tres islefios A, B y C y cada uno le dice una frase

1. A dice “B y C son veraces syss C es veraz”
2. Bdice “Si A y C son veraces, entonces B y C son veraces y A es mentiroso”

3. Cdice “B es mentiroso syss A o B es veraz”
Determinar a qué tribu pertenecen A, By C.

» Simbolizacién: a: “A es veraz”, b: “B es veraz”, c: “C es veraz”.
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» Formalizacién:
FF=a& (bAceoce), h=b+ (aNc—bAcAN-a)yF3=c+4+ (mb<+aVb).

» Modelos de {F;, F,, F3}:
Si I es modelo de {Fy, F,, F3}, entonces I(a) = 1,1(b) = 1,I(c) = 0.

» Conclusién: A y B son veraces y C es mentiroso.

Bibliografia
1. C. Badesa, L. Jané y R. Jansana Elementos de l6gica formal. (Ariel, 2000)

Cap. 0 (Introduccioén), 6 (Sintaxis de la l6gica proposicional), 7 (Seméntica de
la 16gica proposicional), 9 (Consecuencia légica) y 11 (Légica proposicional y
lenguaje natural).

2. M. Ben—-Ari, Mathematical logic for computer science (2nd ed.). (Springer, 2001)
Cap. 1 (Introduction) y 2 (Propositional calculus: formulas, models, tableaux).
3. J.A. Diez Iniciacién a la Légica, (Ariel, 2002)

Cap. 2 (El lenguaje de la 16gica proposicional) y 3 (Seméntica formal. Conse-
cuencia légica).

4. M. Huth y M. Ryan Logic in computer science: modelling and reasoning about systems.
(Cambridge University Press, 2000)

Cap. 1 (Propositional logic).
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2.1.7
2.1.8
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Regla de eliminacién del condicional . . . . ... ... .. .. ..
Regla derivada de modus tollens(MT) . . . . .. .........
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221
222
223
224

Regladel modustollens . ... ... ................
Regla de introduccién de doble negacion . . . . ... ... ...
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2.3 Resumen de reglas de deducciénnatural . . ... ... ... .. ... ..

2.1. Reglas de deducciéon natural

2.1.1. Reglas de la conjuncion

= Regla de introduccién de la conjuncion:

F G
NG

Al

27
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FAG FAG
Neq T/\ez

= Reglas de eliminacién de la conjuncién:

» Ejemplo: pAg,r-qgAr:

1 pAg premisa
2 r premisa
3 9 Nep 1
4 gAr ANi23

» Adecuacién de las reglas de la conjuncién:

e Ni:{F,G} EFAG
e Nej:FAGETF
e Ne;: FAGEG

2.1.2. Reglas de la doble negaciéon

_I—|F
= Regla de eliminacién de la doble negaciéon: —— ——e
F
: . : F
= Regla de introduccién de la doble negaciéon: ~ —— ——i
_|_|F

» Ejemplo: p,~—(qg A1) F ——pAT:

1 p premisa
2  —=(qAr) premisa
3 ~—p —=il
4 gANr ——e 2
5 r Nep 4
6

p AT Ni 3,5

» Adecuacion de las reglas de la doble negacién:

e ——e:{-—F}F
e «—i:{F} E—~—F

2.1.3. Regla de eliminacién del condicional

L . F F—=G
s Regla de eliminacioén del condicional: — e

G
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» Ejemplo: =pAq, - pANg—=rV-opkrV-p:
1 —-pAg premisa

2 ~—pAg—rV-op premisa
3 rV-p —el,2

» Ejemplo:p,p —q,p— (g—71)Fr

1 p premisa
2 p—q premisa
3 p—(g—r) premisa
4 q —el,2
5 g—r —el,3
6 r —e4,5

» Adecuacion de la eliminacién del condicional: {F,F — G} = G

2.1.4. Regla derivada de modus tollens (MT)
. F—-G -G
s Regla derivada de modus tollens: —F MT

» Ejemplo:p — (g — 1), p,~r F —g:

1 p—(g—r) premisa
2 p premisa
3 —r premisa
4 qg—r —el,2
5 —q MT 3,4

» Ejemplo: =p = ¢q,~q F p:
-p — 4 premisa
g premisa

-p MT 1,2

A WD =

p ——e 3
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2.1.5. Regla de introduccién del condicional

F
Regla de introduccion del condicional: G
—1
F—G
» Ejemplo:p — g+ —g — —p:

1 p—g premisa
2 —q supuesto
3 —p MT 1,2
4

F — G.

-q—-p —i2-3

Adecuacioén de la regla de introduccion del condicional: Si F = G, entonces =

Ejemplo: =g — —p - p = ——q:

—q — —p premisa

p supuesto
| MT 1,3

1
2
3
4
5

» Ejemplo (de teorema): - p — p:

‘ 1

p supuesto

2

p—p —il-1

» Ejemplo: - (g — 1) = ((mg — —p) = (p = 1)):
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1 g—r supuesto
2 —g—-p supuesto
3 p supuesto
4  —-p =i 3
5 —g MT 2,4
6 g ——eb
7 r —el,6
8 p—or —i3—=7
9 (gq—=-p) —(p—r) —i2—8
10 (g—=r)—=(gq—-p) —(p—r) —il-9
2.1.6. Reglas de la disyuncién . c
s Reglas de introducciéon de la disyuncion: Vip
FVG FVvG
G
= Regla de eliminacién de la disyuncion: H
FVvG Ve

» Ejemplo:pVglkqgVp:
pVgq premisa

p supuesto

qVvp Vip2

q supuesto
gqVp Vip4d
gVp Vel,2—3,4-5

(o) I S B O S

» Ejemplo:g - rFpVg—pVr
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1 g—r premisa

2 pVyg supuesto

3 p supuesto

4 pVr Vip 3

5 ¢ supuesto

6 r —el,5

7 pVr Vip 6

8 pVr ve2,3—4,5-7
9 pVg—pVr —i2-8

2.1.7. Regla de copia
= Ejemplo (usando la regla hyp): - p — (g — p):

1 p supuesto
2 q supuesto
3 p hyp 1

4 g—vp —i2—-3
5 p—(g—p —il—4

2.1.8. Reglas de la negacién
» Extensiones de la l6gica para usar falso:

e Extension de la sintaxis: | es una férmula proposicional.

e Extension de la semdntica: (L) = 0 en cualquier interpretacion I.

» Reglas de la negacion:

1
e Regla de eliminacién de lo falso: — le
F

F —F

e Regla de eliminacién de la negacion:
1

—-e

» Adecuacion de las reglas de la negacion:

e |l =F
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o [F,~F} = L

» Ejemplo: -pVgkp—gq:

1 —=pVg premisa
2 p supuesto
3 —p supuesto
4 1 —e2,3
5 ¢ le4
’ 6 g supuesto
7 q vel,3—-5,6—-6
8 p—qg —i2-7

s Regla de introduccién de la negacion:

» Adecuacion: Si F = L, entonces = —F.

» Ejemplo:p = g,p = ~qF —p:

1 p—q premisa
2 p— —g premisa
3 p supuesto
4 q —el,3
5 g —e2,3
6 L —e4,5
7 -p —i3—-6

2.1.9. Reglas del bicondicional

= Regla de introduccién del bicondicional:

» Ejemplo: p A g < g A p:

F—-G G-—F

F& G

1
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1 pAg supuesto
2 p Nep 1
3 ¢q Nex 1
4 gAhp Ni2,3
5 pANg—qgAhp —il—-4
6 gAp supuesto
7 q Ney 6
8 p Ne1 6
9 pAg Ni7,8

10 gAp—=>pANg —i6-—-9
11 pANg<gAp <«i510

F+— G F+ G
e

» Eliminacién del bicondicional: 1
F—-G G—F

< e

s Ejemplo:p < q,pVqF-pAg:

1 peg premisa

2 pVyq premisa

3 p supuesto|| g supuesto

4 p—=qg el ||g—=p el

5 ¢ —ed,3 ||p —e4/ 3

6 pAqg Ai35 |[pAg Ai3J,5

7 pAg Ve2,3-6,3 -6

2.2. Reglas derivadas

2.21. Regla del modus tollens

. F—-G -G
= Regla derivada de modus tollens (MT): — MT

-F

m Derivacion:
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1 F— G premisa
2 G premisa
3 F supuesto
4 G —el,3
5 1L —e 2,4
6 —F —i2—4

2.2.2. Regla de introduccién de doble negacién

F
= Regla de introduccién de la doble negacion: — i

—/ _|_F
m Derivacion:

1 F premisa

2 ~F supuesto
3 1 -el,2
4 —-—-F -i2-3

2.2.3. Regla de reduccién al absurdo

—F
= Regla de reduccién al absurdo: J_
RAA
F
= Derivacion:
1 —F— 1 premisa
2 ~F supuesto
3 1 —el,2
4 ——F -i2—3
5 F —e 4
2.24. Ley del tercio excluido
LEM

= Ley del tercio excluido (LEM): v oF
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» Derivacion:

1 —=(FV—F) supuesto

2 F supuesto

3 FV-F Vip 2

4 1 —-el,3

5 —F —i2—4

6 FV-F Vip 5

7 L —el,6

8 FV~F RAA1 -7
» Ejemplo:p =g+ -pVyg:

1 p—g premisa

2 pV-p LEM

3 p supuesto

4 q —el,3

5 -—pVg Vip4d

6 —p supuesto

7 —pVg Viib

8

A

Ve2,3—-56—7
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2.3. Resumen de reglas de deduccion natural

Introduccién Eliminacién
F G FAG FAG
A — Al — Aeq — Nep
FAG F G
F G
y F .G, AN
— V1 —— V1
rvG ' FvG Fve H] [H
Ve
H
F
: F F—G
— _ e
G . G
—1
F—G
F
: F =F
- * —|e
1 ) 1
——|1
—-F
1
1 — le
F
_I_|_F
/7 —_— e
F
F—-G G—=F F< G F«G
<~ 1 ey <> ep
F+ G F—G G—F

» Adecuacion y completitud del calculo de deduccién natural.

Bibliografia
1. C.Badesa, I. Jané y R. Jansana Elementos de l6gica formal. (Ariel, 2000).
Cap. 16: Calculo deductivo.
2. R. Bornat Using ItL Jape with X (Department of Computer Science, QMW, 1998).
3. J.A. Diez Iniciacién a la Légica, (Ariel, 2002).
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Cap. 4: Célculo deductivo. Deducibilidad.

4. M. Huth y M. Ryan Logic in computer science: modelling and reasoning about systems.
(Cambridge University Press, 2000)

Cap. 1: Propositional logic.
5. E. Paniagua, J.L. Sdnchez y F. Martin Ldgica computacional (Thomson, 2003)

Cap. 3.6: El método de la deduccién natural.



Tema 3
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Contenido

31 Busquedademodelos . ... ........... ... .. .. .0 ...

3.2 Notacidn uniforme . . . . . . . . . . e e

3.3 Procedimiento de completacién de tableros . . . . . .. ... ... ...

3.4 Modelos por tableros semdanticos . . . . . ... ... .o 0L

3.5 Consistencia mediante tableros . . . . . . . . . .. .. ... . .. ...

3.6 Teoremaportableros. .. ......... ... ... ... ... . ... .

3.7 Deduccién por tableros . . . .. ... o oo oo oo

3.8 Tableros en notacionreducida . . ... ... . ... . ... ... . ...

3.1. Busqueda de modelos
Busqueda exitosa de modelos

» Basqueda de modelos de =(—pV =g — —=(p A 1))
I'E—~(=pV—q—=-(pAr))
syss = {-(-pV—g——(pnr))}
syss = {-pV-q-—(pAr)}
syss I={-pV—gqpAr}
syss = {p,r,-pVq}
syss = {p,r,—ptolk={pr —q}
syss I={L}o6IkE={pr, g}

» Modelosde —(—=pV =g — =(pA¥1)):
Las interpretaciones I tales que I(p) =1,I(q) = 0e I(r) = 1.

39
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Busqueda exitosa de modelos por tableros semdanticos

~((=pV ) = =(pAT))
PN g, (pAT)
|
—pV g p AT
\
PV q,pr
/ N
et p
|

Busqueda fallida de modelos

» Basqueda de modelos de =(—pV =g — =(p Aq)).

I'E=(=pV—q—-(pAg))
syss IE{~(-pV—q—-(prg))}
syss I {-pV—q-~(prqg)}
syss I {-pV—qpArq}
syss 1= {p,q,-pV—q}
syss I ={p,q9,-p}6lFE{pqq}
syss I={L}ol}={Ll}

» La férmula =(—p VvV g — —(p A ¢q)) no tiene modelos (es insatisfacible).

Busqueda fallida de modelos por tableros semanticos

—((=pV—q) = ~(pAq))

—pV =g, (pAq)

|
[~pV g, pAq]
\
|-pV —4,p.q
/S N
—ppal | P
\ \
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3.2. Notacion uniforme
Literales y dobles negaciones

n [iterales

e Un literal es un 4tomo o la negacién de un dtomo (p.e. p,—p,q,q,...).

e [ =psyssI(p) =1.
e [ |=-psyssI(p) =0.

» Dobles negaciones

e F esuna doble negacion si es de la forma ——G.
e [ =--GsyssI|=G.
» Reduccién de modelos:
e [=FAGsyssI=Fel =G.
e [=EFVGsyssI EFo6IE=G.

Férmulas alfa y beta

» Las formulas alfa, junto con sus componentes, son

| F F K |
A1 N\ Ay Aq Ar
—|(A1 — Az) Al —|A2
—(A1V Ay) | A4 —Ay
A1 ¢ Ap Al — Ay | Ay — Aq

» Si F es alfa con componentes F; y F,, entonces F = F; A F,.

» Las formulas beta, junto con sus componentes, son

I IS | B |
B,V B, B, B,
B — By By By
—|(Bl N Bz) -Bq —B,
—|(Bl <~ Bz) —|(Bl — Bz) —|(B2 — B1)

= Si F es beta con componentes F; y F, entonces F = F; V F,.
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3.3. Procedimiento de completacion de tableros

Tablero del conjunto de férmulas S
Un tablero del conjunto de férmulas S es un arbol construido mediante las reglas:

» El arbol cuyo tinico nodo tiene como etiqueta S es un tablero de S.
= Sea 7 un tablero de Sy S; la etiqueta de una hoja de 7.
1. Si 51 contiene una férmula y su negacion, entonces el drbol obtenido afiadi-

endo como hijo de S; el nodo etiquetado con {_L } es un tablero de S.

2. Si S1 contiene una doble negaciéon —=—F, entonces el drbol obtenido afiadiendo
como hijo de S; el nodo etiquetado con (S . {—~—F}) U {F} es un tablero de
S.

3. Si S1 contiene una férmula alfa F de componentes F; y F,, entonces el drbol
obtenido afadiendo como hijo de S; el nodo etiquetado con (S1 \ {F}) U {F, K}
es un tablero de S.

4. Si S contiene una férmula beta F de componentes F; y F», entonces el arbol
obtenido afiadiendo como hijos de S1 los nodos etiquetados con (S ~ {F}) U {F;}
y (S1 N {F}) U{E} es un tablero de S.

No unicidad del tablero de un conjunto de férmulas

» Un tablero completo de (pV q) A (—=p A —q) es
(pVa) N (=pA—9g)

PV, —pA—q|
/ N
p.mpAq| g, -p A
\ \
PP, q) (3, op g

» Otro tablero completo de (pV g) A (mp A —q) es
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(pVg)A(=pA—q)
|
PV pA—q
\
ENR I
/S N
PP |4, op |
\ \

3.4. Modelos por tableros semanticos

» Def.: Sea S un conjunto de férmulas, 7 un tablero de S.

e Una hoja de 7 es cerrada si contiene una férmula y su negacién o es de la
forma {_L}.

e Una hoja de T es abierta si es un conjunto de literales y no contiene un literal

y su negacion.

n Def.: Un tablero completo de S es un tablero de S tal que todas sus hojas son
abiertas o cerradas.

Def.: Un tablero es cerrado si todas sus hojas son cerradas.

Reduccion de modelos:

e [=FAGsyssI=Fel =G.
e [=EFVGsyssI EFOIE=G.

Propiedades:

1. Silas hojas de un tablero del conjunto de férmulas {Fy, ..., F,} son
{Gi1,--- Gy} {Gma, - - Gy, }, entonces
FEAN---NF, = (Gl,l/\"'/\Gl,nl)\/"'\/(Gm,l/\"'/\Gm,nm)-

2. Prop.: Sea S un conjunto de férmulas, 7 un tablero de S e I una interpreta-
cion. Entonces, I |= S syss existe una hoja S de 7 tal que I |= 5.
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3.5. Consistencia mediante tableros

» Prop.: Si {p1,...,Pn,—q1,--.,~qm} €s una hoja abierta de un tablero del conjun-
to de férmulas S, entonces la interpretacion I tal que I(p1) = 1,...,1(pn) = 1,
I(q1) =0,...,1(qm) = 0 es un modelo de S.

» Prop.: Un conjunto de férmulas S es consistente syss S tiene un tablero con alguna
hoja abierta.

» Prop.: Un conjunto de férmulas S es inconsistente syss S tiene un tablero completo
cerrado.

3.6. Teorema por tableros

= Def.: Una férmula F es un teorema (mediante tableros semanticos) si tiene una
prueba mediante tableros; es decir, si { ~F} tiene un tablero completo cerrado.
Se representa por 1, F.

» Ejemplos: b 7pV g — =(pAQq)
F1ap =PV g = 2(p A1)

» Teor.: El cdlculo de tableros seménticos es adecuado y completo; es decir,
Adecuado: Fqp F = E=F
Completo: =F = FqupF

3.7. Deduccidén por tableros

» Def.: La férmula F es deducible (mediante tableros semanticos) a partir del conjun-
to de formulas S si existe un tablero completo cerrado de S U {—F}. Se representa
por S oy F.

» Ejemplo: {p > gq,9 —>r}bFmp—r

p249q9—21-(p—7)
|
’p—>q,q—>r,p,—|r‘

e N
P = aqpor|) [p =g, p,
e N \

’ﬁp, —|q, p, —|1"‘

9,=q,p, "]
\ \




3.8. Tableros en notacion reducida

45

» Ejemplo: {pV g} Vrw pNg

pVa,~(pAqg)
p.—(pAg) q9,~(pAq)
/ AN / N
p.oel e laop| (9]
\ \

» Contramodelosde {p V g} V' p N g
las interpretaciones Iy tales que I1(p) = 1e L1(g)

las interpretaciones I tales que I;(p) = 0e Ix(q)

» Teor.: S b, Fsyss S = F.

3.8. Tableros en notacion reducida

= Ejemplo: {pV q} V' p N g
1.pVvyg
2.2(pAq)
3.p(1) 4.9 (1)
/N /N
5.-p(2) 6.—q(2) 7.-p(2) 8. -q(2)

Cerrada Abierta Abierta Cerrada
(5,3) {p.mqt {-paqt @4
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4.1. Forma normal conjuntiva

4.1.1. Definicién de forma normal conjuntiva
= Atomos y literales:

e Def.: Un dtomo es una variable proposicional (p.e. p, ¢, .. .).
e Def.: Un literal es un 4tomo o su negacién (p.e. p, ~p,q,q,...).

e Notacion: L, Ly, L, . .. representardn literales.

» Forma normal conjuntiva:

47
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Def.: Una férmula estd en forma normal conjuntiva (FNC) si es una conjun-
cién de disyunciones de literales; es decir, es de la forma
(Ll,l VeV Ll,n1) VANKIEIEIVAN (Lm,l VeV Lm,nm)'
Ejemplos: (=pVgq) A (—qV p) estd en ENC.
(=pVq) A (g — p)noestd en FNC.

Def.: Una férmula G es una forma normal conjuntiva (FNC) de la férmula F
si G estd en forma normal conjuntiva y es equivalente a F.

Ejemplo: Una FNC de ~(pA (g — 1)) es (mpV gq) A (—pV —r).

4.1.2. Algoritmo de calculo de forma normal conjuntiva

Algoritmo: Aplicando a una férmula F los siguientes pasos se obtiene una forma
normal conjuntiva de F, FNC(F):

1. Eliminar los bicondicionales usando la equivalencia

A< B=(A—B)A(B— A) (1)
2. Eliminar los condicionales usando la equivalencia

A—B=-AVB (2)
3. Interiorizar las negaciones usando las equivalencias

-(AAB)=-AV-B 3)

-(AVB)=-AA-B 4)

—A=A 5)
4. Interiorizar las disyunciones usando las equivalencias

AV(BAC)=(AVB)A(AVC) (6)

(AANB)VC=(AVC)A(BVC) (7)

Ejemplos de cdlculo de forma normal conjuntiva

» Ejemplo de célculo de una FNC de —(p A (g — 1)):
~(pA(g—r))

= ~(pA(mqVr)) [por (2)]
= —pV-a(qVr) [por (3)]
= pV(=gA-r) [por (4)]
= —pV(gA-T) [por (5)]

(=pV @) A(=pVr) [por (6)]
» Ejemplo de célculo de una FNC de (p — q) V (g — p):
(p—=q)V(q—p)

(=pVq)V(=gVp) [por(2)]
—pVqVvgVp
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» Ejemplo de calculo de una FNC de (p <> q) — r
(perq)—=r

VaVr)A(=qVaVr)A(pV-pVr)A(—~qV-apVr)
VgVr)A(—qgV-op\Vr)

= (p=>aN@G@—p) —r [(D)]
= ~((p—=>q9)A(@g—=p))Vr [(2)]
= ~((~pVa)A(=gVp))Vr [(2)]
= (~(=pVag)V(—qVp))Vr [(3)]
= ((ﬂﬂpAﬁq) (mgA=p)) Vr [(4)]
= ((pA=q)V(@A—p))Vr [(5)]
= (((PAW)VLI) (pA—q)V=p))Vr [(6)]
= ((pva)A(mgV @) A((pV=p)A(=qV—p)))Vr [(7)]
= ((pva)A(mgVq)Vr)A(((pV—p)A(—qV —p)) V) ()]
= E((PVWW) (mgVva) V) A(((pV—p)VTr)A((mgV —p)Vr)) [(7)]
= (p

4.1.3. Decision de validez mediante FNC

Procedimiento de decision de validez mediante FNC

» Literales complementarios:

-p siL=yp;

e El complementario de un literal L es L = { i
p siL=-p.

» Propiedades de reduccion de tautologias:

e F; A\--- AF, esuna tautologia syss Fj, ..., F,; lo son.
e [1V---VL,esuna tautologia syss {Ly, ..., L, } contiene algtin par de litera-
les complementarios (i.e. existen i, j tales que L; = L]C-).

= Algoritmo de decisién de tautologias mediante FNC

e Entrada: Una férmula F.
e Procedimiento:

1. Calcular una FNC de F.

2. Decidir si cada una de las disyunciones de la FNC tiene algtin par de
literales complementarios.

Ejemplos de decision de validez mediante FNC
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= —(pA (g — r)) no es tautologia:
FNC(=(pA (g —71))) = (pVa)A(=pV )
Contramodelos de = (p A (g — 1)):
Ltalque 1(p) =1y Li(q9) =0
Ltalque L(p) =1y L(r) =1

= (p —¢q) V(g — p) es tautologia:
FNC((p = q) V(g —=p))=-pVgVv—qVp

» (p <> g) — rno es tautologia:
FNC((p <> q) = 1) = (pVaVr)A(=qV -pVr)
Contramodelos de (p <+ q) — 1

L talque I1(p) =0,11(q) =0y I1(r) =0
Ltalque L(p) =1,L(q) =1y L(r) =0

4.2. Forma normal disyuntiva

4.2.1. Definicién de forma normal disyuntiva

» Def.: Una férmula estd en forma normal disyuntiva (FND) si es una disyuncién de
conjunciones de literales; es decir, es de la forma
(Ll,l VANCIEIEIVAN Ll,m) VeV (Lm,l VANCIEIEIAN Lm,nm)-

= Ejemplos: (-p Aq)V (=g A p) estd en FND.
(=pAg)V (g = p) no estd en FND.

» Def.: Una férmula G es una forma normal disyuntiva (FND) de la férmula F si G
estd en forma normal disyuntiva y es equivalente a F.

» Ejemplo: UnaFND de ~(pA (g — 1)) es—pV (g A -r).

4.2.2. Algoritmo de cidlculo de forma normal disyuntiva

Algoritmo de calculo de forma normal disyuntiva
Algoritmo: Aplicando a una férmula F los siguientes pasos se obtiene una forma
normal disyuntiva de F, FND(F):

1. Eliminar los bicondicionales usando la equivalencia
A<B=(A—B)A(B— A) (1)

2. Eliminar los condicionales usando la equivalencia
A—B=-AVB (2)



4.2. Forma normal disyuntiva

51

3. Interiorizar las negaciones usando las equivalencias
-(AANB)=-AV-B
-(AVB)=-AA-B
——A=A

4. Interiorizar las conjunciones usando las equivalencias
ANBVC)=(AAB)V(AAC)
(AVB)AC=(AANC)V(BAC)

Ejemplos de cdlculo de forma normal disyuntiva

» Ejemplo de célculo de una END de =(p A (g — 1)):
~(pA(g—71))

~(pA(=qVr))  [por (2)]

—pV (=g Vr) [por(3)]

—pV (=g A-r) [por (4)]

~pV(qgA-r)  [por (5)]

» Ejemplo de célculo de una END de ~(—pV =g — —=(p Aq)):
~(=pV g = =(pA7q))

= —(=(=pV—q)V-(pAg)) [por (2)]
= —(-pVg) A-=(pAg) [por (4)]
= (mpV-g9)A(pAg) [por (5)]
= (-pA(pAg)V(mgA(pAg)) [por(7)]

(mpAPAQ)V (—gApAq)

4.2.3. Decision de satisfacibilidad mediante FND
Procedimiento de decision de satisfacibilidad mediante FND
» Propiedades de reduccion de satisfacibilidad:

e [}V .-V F, essatisfacible syss alguna de las férmulas Fj, ..., F; lo es.

(3)
(4)
(5)

(6)
(7)

e Li A--- AL, es satisfacible syss {L1, ..., L, } no contiene ningan par de lite-

rales complementarios.
s Algoritmo de decisién de satisfacibilidad mediante FND:

e Entrada: Una férmula F.
e Procedimiento:
1. Calcular una FND de F.

2. Decidir si alguna de las conjunciones de la FND no tiene un par de lite-

rales complementarios.
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Ejemplos de decisién de satisfacibilidad mediante FND

» ~(p A (g —r)) es satisfacible:
FND(=(p A (g — 7)) =—pVI(gA-r)
Modelos de =(p A (g — 1)):
I, talque [1(p) =0
Ltalque L(q) =1y L(r)=0

= —(=pV g — —(pAq)) es insatisfacible:
FND(=(=pV =g = =(pAq))) = (mp ApAq)V (=g ApAg)

4.3. Calculo de formas normales mediante tableros seman-
ticos

4.3.1. Forma normal disyuntiva por tableros

» Prop.: Sea F una férmula. Si las hojas abiertas de un tablero completo de {F} son
{L11,---» L1 }s- - {Lma, - -+, Linn, }, entonces una forma normal disyuntiva de
Fes (Ll,l AR /\Ll,m) V.-V (Lm,l A---ANLpn,)-

» Ejemplo: Forma normal disyuntiva de =(pV g — p A q).

—(pVg—pAq)

pVa,~(pAq)
p,—~(pAq) 9, ~(pNq)
/ AN / N
p.orl e laop] (9 4]

| |

Una forma normal disyuntivade =(p Vg — pAg)es (p A—q)V (g A —p).

4.3.2. Forma normal conjuntiva por tableros

» Prop.: Sea F una férmula. Si las hojas abiertas de un tablero completo de {—F} son
{L11,---» L1 }s-- - {Lma, - - -, Linn,, }, entonces una forma normal conjuntiva de F
es (LI V- VL, JA- ALy V-V LG,,)

» Ejemplo: Forma normal conjuntivade p Vg — p Ag.
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e Un érbol completo —(p V g — p A q) estd en la transparencia anterior.
e Una forma normal disyuntivade =(pV g — pAgq)es(p A—q)V (g A —p).

e Una forma normal conjuntivade pV g — pAges (=pVg)A(—qVp).
pVg—=pAg =-(pVg—pAg)

~((pA—q) V(g A —p))

(pA—q) A=(g A —p))

(=pV =mg) A(mqV omp))

(=pVaq)A(=qVp))

J
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5.1. Légica de clausulas

5.1.1. Sintaxis de la 16gica clausal

» Un dtomo es una variable proposicional.
Variables sobre atomos: p,q,7,...,p1,p2, - - -

Un literal es un 4tomo (p) o la negacién de un d&tomo (—p).
Variables sobre literales: L, L1, Lo, . . ..

Una cldusula es un conjunto finito de literales.
Variables sobre clausulas: C,Cy,C, .. ..

La clausula vacia es el conjunto vacio de literales.
La cldusula vacia se representa por L.

Conjuntos finitos de cldusulas.
Variables sobre conjuntos finitos de cldusulas: S, S, So, . . ..

5.1.2. Semantica de la légica clausal

» Una interpretacion es una aplicaciéon [ : VP — B.

El valor de un literal positivo p en una interpretaciéon I es I(p).

El valor de un literal negativo —p en una interpretacion I es

(1, sil(p) =0;
1p) = {0, sil(p) = 1.

El valor de una cldusula C en una interpretacion I es
I(C) = {1, si existe un L € C tal que I(L)=1;

0, en caso contrario.

El valor de un conjunto de cldusulas S en una interpretacion I es
1(5) = {1, siparatodaC € S,I(C) =1

0, en caso contrario.

Prop.: En cualquier interpretacién I, I((J) = 0.
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5.1.3. Equivalencias entre clausulas y fé6rmulas

Clausulas y férmulas

» Equivalencias entre cldusulas y férmulas
e Def.: Una cldusula C y una férmula F son equivalentes si I(C) = I(F) para
cualquier interpretacion I.

e Def.: Un conjunto de cldusulas S y una férmula F son equivalentes si I(S) =
I(F) para cualquier interpretacion I.

e Def.: Un conjunto de cldusulas S y un conjunto de férmulas {F,...,F,} son
equivalentes si, para cualquier interpretacion I, I(S) = 1 syss I es un modelo
de {Fl, N ,Fn}.

» De cldusulas a formulas

e Prop.:Lacldusula {Ly,Ly,...,L,} es equivalente ala formula L1 VL V - - - V
Ln-

e Prop.: El conjunto de cldusulas {{L11,..., L1 },---, {Lm1,---,Lmn, }} €sequi-
valente a la férmula (Ly1 V -+ -V Ly ) A A(Lya V-V Ly, )-

De férmulas a cldusulas (forma clausal)

= Def.: Una forma clausal de una férmula F es un conjunto de cldusulas equivalente
aF.

» Prop.:Si(L1g V-V Liy)A--A(LyiV--V Lpypy,) es una forma normal con-
juntiva de la férmula F. Entonces, una forma clausal de F es
{{Ll,]_/ sy Ll,?’ll }/ ceey {Lm,lr cecy Lm,nm}}-

» Ejemplos:
e Una forma clausalde =(p A (g — 7)) es {{—-p,q},{—p, 7} }.
e Una forma clausalde p — ges {{—p,q}}.
e El conjunto {{—p,q},{r}} es una forma clausal de las férmulas (p — q) A r

y == A (=g = —p).

» Def.: Una forma clausal de un conjunto de férmulas S es un conjunto de clausulas
equivalente a S.

s Prop.:SiSy,..., S, son formas clausales de Fy, .. ., F;, entonces S; U - - - U S, es una
forma clausal de {Fy, ..., F,}.
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5.1.4. Modelos, consistencia y consecuencia entre clausulas
» Def.: Una interpretacién I es modelo de un conjunto de cldusulas S si I(S) = 1.
» Fj.: Lainterpretacion [ tal que I(p) = I(gq) = 1 esun modelode {{-p,q},{p, ~q}}.

= Def.: Un conjunto de clausulas es consistente si tiene modelos e inconsistente, en
caso contrario.

= Ejemplos:

e {{-p,q9},{p,—q}} es consistente.
e {{-n,q9},{r,—q9},{p. 9}, {—p,—q}} es inconsistente.

= Prop.:Sill € S, entonces S es inconsistente.

» Def.: S |= C si para todomodelo I de S, I(C) = 1.

5.1.5. Reduccidon de consecuencia a inconsistencia de clausulas
s Prop:Sean Sy, ..., S, formas clausales de las formulas Fy, ..., F,.

e {Fy,...,F,} es consistente syss S; U - - - U S, es consistente.
e Si S es una forma clausal de =G, entonces son equivalentes
1. {F,...,F} EG.
2. {Fy,...,F,~G} es inconsistente.
3. S4U---US, US es inconsistente.

» Ejemplo: {p —q,9 —r} =p— rsyss
{{-pr.9},{—-q,r}, {r}, {-r}} es inconsistente.

5.2. Demostraciones por resolucion

5.2.1. Regla de resolucién proposicional

» Reglas habituales:

Modus Ponens: w {_‘p’ q}’ {P}
q {a}
Modus Tollens: pP—4 ™4 {-r.a}, {~q}
P {-p}
p—q q—7 {—\p,q}, {—|q, r}

Encadenamiento:

p—r {—p.r}
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{r, -

Regla de resolucién proposicional:

e Pmt, gy, qn}

{plr---/meQI//---/Qn}

= Def.: Sean C; una cldusula, L un literal de C; y C; una cldusula que contiene el
complementario de L. La resolvente de C; y C, respecto de L es
Res; (Cy,C) = (C1~{L}) U (Ca{L°})

= Bjemplos: Res;({p,q},{—q,7}) ={p,r}

Res;({g,~p}, {p,—q}) ={p,~pr}
Res,({q,~p}, {p,—q}) ={q,—q}
Resy({g9,—r}. {a,p}) =14}
Res,({p}, {—r}) =0

» Def.: Res(Cy, Cy) es el conjunto de las resolventes entre C; y C;

= Ejemplos: Res({-p,q},{p,—~q}) = {{p,~r} {9, —q}}

Res({-p.q}.{r.q}) ={{q}}
Res({-p,q},{q.7}) =0

= Nota: [ € Res({p,q}, {—p,~q})

5.2.2. Demostraciones por resolucion

Ejemplo de refutacién por resoluciéon

= Refutacién de {{p, q}, {-p, 9}, {p,~q}. {-p,—q}} :
{p,q} Hipotesis
{-p,q} Hipotesis
{p,—q} Hipotesis
{=p,—q} Hipotesis

1

N OGN

{a}

Resolvente de 1y 2

{—q} Resolvente de 3 y 4

O]

Resolvente de 5y 6

Ejemplo de grafo de refutacién por resoluciéon

» Grafo de refutacion de {{p, g}, {-p.9},{p,~q}, {-p,—q}}:
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1{p.q} 2{-p.q} 3{p.-q} 41{-p.q)
5{q} 6{-q}

N

7}

Demostraciones por resolucién entre cldusulas
Sea S un conjunto de cldusulas.

» La sucesion (Cy,...,Cy) es una demostracion por resolucion de la clausula C a
partir de S si C = C, y para todo i € {1,..,n} se verifica una de las siguientes
condiciones:

e C;eSs;

e existen j, k < i tales que C; es una resolvente de C; y C

» La cldusula C es demostrable por resolucién a partir de S si existe una demostra-
cién por resolucion de C a partir de S. Se representa por S r.s C

» Una refutacion por resolucion de S es una demostracion por resolucién de la clau-
sula vacia a partir de S.

» Se dice que S es refutable por resolucion si existe una refutacién por resoluciéon a
partir de S. Se representa por S g, [

Demostraciones por resolucién entre férmulas

» Def.:Sean Sj,...,S, formas clausales de las férmulas F, ..., F; y
S una forma clausal de —F
Una demostracion por resolucion de F a partir de {F,...,F,} es una refutacion
por resolucién de S; U---US, US.

» Def.: La férmula F es demostrable por resolucion a partir de {Fy, ..., F,} si existe
una demostracién por resolucién de F a partir de {F1,...,Fq}. Se representa por
{Flr- . -;Fn} '_Res F.
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» Ejemplo: {pVq,p< q} Fres PN\ q
1 {p.q} Hipotesis

2 {-p,q} Hipétesis
3 {p,—q} Hipétesis
4 {-p,—q} Hipbtesis
5 {q} Resolvente de 1y 2
6 {—q} Resolvente de 3y 4
7 O Resolvente de 5y 6

Adecuaciéon y completitud de la resolucién

Prop.: Si C es una resolvente de C; y Cp, entonces {C1,Co} |= C.

Prop.: Sill € S, entonces S es inconsistente.

Prop.: Sea S un conjunto de cldusulas.

e (Adecuacion) Si S Fg.s L], entonces S es inconsistente.

o (Completitud) Si S es inconsistente, entonces S g5 L.

Prop.: Sean S un conjunto de férmulas y F es una férmula.

e (Adecuacion) Si S ges F, entonces S |= F.
e (Completitud) Si S |= F, entonces S Fges F.

Nota: Sean C; y C; las cldusulas {p} y {p, g}, respectivamente. Entonces,

{C1} E Co.

C; no es demostrable por resolucion a partir de {C; }.

La férmula de forma clausal C; es F; = p.

La férmula de forma clausal Co es F, = p V q.
{F1} FRres B>

5.3. Algoritmos de resolucién

5.3.1. Algoritmo de resolucién por saturacion

» Def.: Sea S un conjunto de cldusulas.
Res(S) = SU (U{Res(Cq1,Cp) : C1,Cp € S}).

» Algoritmo de resolucién por saturacién
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Entrada: Un conjunto finito de cldusulas, S.
Salida: Consistente, si S es consistente;
Inconsistente, en caso contrario.
S'=0Q
mientras (0 ¢ S) y (S # S') hacer
§':=8S
S := Res(S)
fmientras
si ((J € S) entonces
Devolver Inconsistente
en caso contrario
Devolver Consistente
fsi

» Prop.: El algoritmo de resolucién por saturacion es correcto.

Ejemplo de grafo de resoluciéon por saturacién

Grafo de {{p,q}, {—-p.q}, {p,~q}, {-p,—q}} :

1{p.q} 2{-p.q} 3{p.-q} 4{-p. q}

S N\

5 {q} 6{9} 7{q.-q} 8{p.-p} 9{-p} 10{q}
11 {}
Traza:
Paso \ S \ s/
0 {1,2,3,4} %)

1 [{1,2,3,45,6,78,910} |{1,23,4}
2 1{1,2,3,4,56,7,8,9,10,11} | {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

5.3.2. Algoritmo de saturacién con simplificacion

» Prop.:Si S1 C Sy y S; es consistente, entonces Sy es consistente.
» Prop.: Una cldusula es una tautologia syss contiene un literal y su complementario.

» Prop.: Sea C € S una tautologia.
Entonces S es consistente syss S \ {C} es consistente.
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Def.: La clausula C subsume a la cldusula D si C C D (es decir, C C Dy C # D).

Prop.: Si C subsume a D, entonces C |= D.

Prop.: Sean C, D € S tales que C subsume a D.
Entonces S es consistente syss S \ {D} es consistente.

Def.: El simplificado de un conjunto finito de clausulas S es el conjunto obtenido
de S suprimiendo las tautologias y las clausulas subsumidas por otras; es decir,

Simp(S) =S —{C € S: (C es una tautologia) 6
(existe D € Stalque D C C)}

Algoritmo de saturacién con simplificacién

» Algoritmo de resolucién por saturacién con simplificacion:

Entrada: Un conjunto finito de cldusulas, S.
Salida: Consistente, si S es consistente;
Inconsistente, en caso contrario.
S'=Q
mientras (0 ¢ S) y (S # S') hacer
§':=8S
S := Simp(Res(S))
fmientras
si (J € S) entonces
Devolver Inconsistente
en caso contrario
Devolver Consistente
fsi

» Prop.: El algoritmo de resolucién por saturacién con simplificacion es correcto.

Grafo de resolucién por saturacién con simplificacién

Resolucion de {{p,q},{-p.q9}. {p, g}, {—p,~q}} :
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1{p.q} 2{-p.q} 3{p.--q} 4{-p. q}

DA

5 {a} 6 {p} 71{-p} 81{-q}

o1

Traza:

Paso \ S \ s/

0 {1,2,3,4} | @

1 [{56,7,8} | {1,2,3,4}
2 {9} {5,6,7,8}

Grafo de resolucién por saturacion con simplificacién
Resolucion de {{p}, {-p,q},{—q,—r}} :

1 {p} 2{-p.q} 3{-q.-r}
4{q) 5{-p. 1}
Traza: /
Paso | S S/ 6 {-r}

0 [{1,23} |®

1| {1,3,4,5} | {1,2,3}

2 |[{146} |{1,345

3 ({146} |{1,456
Modelo: I(p) =1,1(q) =1,1(r) = 0.

5.4. Refinamientos de resolucion

5.4.1. Resolucién positiva
» Def.: Un literal positivo es un dtomo.
» Def.: Una cldusula positiva es un conjunto de literales positivos.

» Def.: Una demostracion por resolucion positiva es una demostracion por resolu-
cién en la que en cada resolvente interviene una cldusula positiva.
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» La cldusula C es demostrable por resolucion positiva a partir del conjunto de clau-
sulas S si existe una demostracion por resolucién positiva de C a partir de S. Se
representa por S Frespos C.

» Prop.: Sea S un conjunto de clausulas.

e (Adecuacion) Si S Frespes [, entonces S es inconsistente.

e (Completitud) Si S es inconsistente, entonces S Fgespos L.

Grafo de resolucién positiva

Grafo de {{p,q},{—-p.q}, {p.~q}, {-p,—q}} :

2{-p.q} 1{p.q} 3{p.-q}

N

51{q) 4 {-p. q} 6 {p}

NS

7{-p} 8{-q}

/

Y

Traza: Paso | S s’/

0 {1,234 |2
1 {456} |{1,234)
2 |{56,7,8) | {4,5,6}
3 |{9) (5,6,7,8)}

5.4.2. Resolucion negativa

» Def.: Un literal negativo es la negacién de un atomo.
» Def.: Una cldusula negativa es un conjunto de literales negativos.

» Def.: Una demostracién por resolucion negativa es una demostracién por resolu-
ciéon en la que en cada resolvente interviene una cldusula negativa.

» La cldusula C es demostrable por resolucion negativa a partir del conjunto de clau-
sulas S si existe una demostracién negativa por resolucién de C a partir de S. Se
representa por S gesneg C.

» Prop.: Sea S un conjunto de clausulas.
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e (Adecuacion) Si S FResneg L, entonces S es inconsistente.

e (Completitud) Si S es inconsistente, entonces S Rgesneg [-

5.4.3. Resolucion unitaria

Def.: Una cldusula unitaria es un conjunto formado por un tnico literal.

Def.: Una demostracién por resoluciéon unitaria es una demostracién por resolu-
cién en la que en cada resolvente interviene una cldusula unitaria.

La cldusula C es demostrable por resolucion unitaria a partir del conjunto de clau-
sulas S si existe una demostraciéon por resolucién unitaria de C a partir de S. Se
representa por S Fresirni C.

Prop.: (Adecuacion) Sea S un conjunto de cldusulas.
Si S FRresuini L, entonces S es inconsistente.

Existen conjuntos de cldusulas S tales que S es inconsistente y S I/ estrni L.
Dem.: S = {{p,q}, {—-p,q}. {p.—a}, {=p, ~q}}

Def.: Una clausula de Horn es un conjunto de literales con un literal positivo como
maximo.

Ejemplos: {p,—~q,-r}, {p} y {—p, —q} son cldusulas de Horn.
{p,q,—r}y {p,r} no son cldusulas de Horn.

Prop.: Si S es un conjunto inconsistente de clausulas de Horn, entonces S sty
1.

5.4.4. Resoluciéon por entradas

Def.: Una demostracion por resolucién por entradas a partir de S es una demos-
tracion por resolucion en la que en cada resolvente interviene una clausula de S.

La cldusula C es demostrable por resolucién por entradas a partir del conjunto de
cldusulas S si existe una demostraciéon por resolucién por entradas de C a partir
de S. Se representa por S resens C.

Prop.: (Adecuacion) Sea S un conjunto de cladusulas.
Si S Fresent L, entonces S es inconsistente.

Existen conjuntos de cldusulas S tales que S es inconsistente y S I/ resgne L.
Dem.: S = {{p,q}, {—p.qt. {p,~q}.{=p, —q}}

Prop.: Si S es un conjunto inconsistente de cldusulas de Horn, entonces S gresent
.
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5.4.5. Resolucion lineal
» Sea S un conjunto de cldusulas.

e La sucesion (Cp, Cy,...,Cy) es una resolucion lineal a partir de S si se cum-
plen las siguientes condiciones:

1. CyeS;

2. paratodoi € {1,...,n}, existeun B € SU{Cy,...,C;_1} tal que C; €
Res(C;_1,B).

La cldusula Cj se llama cldusula base, las C; se llaman cldusulas centrales y
las B se llaman clausulas laterales.

e La cldusula C es deducible por resolucion lineal a partir de S si existe una
deduccién por resolucion lineal a partir de S, (Cy, ..., Cy), tal que C,;, = C. Se
representa por S Fresrin C.

» Prop.: Sea S un conjunto de clausulas.
e (Adecuacion) Si S Fgesin LI, entonces S es inconsistente.

e (Completitud) Si S es inconsistente, entonces S Fgeszin U

» Ejemplo: Resolucion lineal de {{p,q},{—p,q}, {r. ~q}, {—-p,—q}}
Hpat 2{-pq} 3{p,~q}4{-p,~q}

L
5 {q}
6 {P}
ﬂq}

5.5. Argumentacion por resolucién

5.5.1. Formalizacién de argumentacién por resolucién
= Problema de los animales: Se sabe que
1. Los animales con pelo o que dan leche son mamiferos.

2. Los mamiferos que tienen pezufias o que rumian son ungulados.

3. Los ungulados de cuello largo son jirafas.
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4. Los ungulados con rayas negras son cebras.

Se observa un animal que tiene pelos, pezufias y rayas negras. Por consiguiente,
se concluye que el animal es una cebra.

s Formalizacion:
{ tiene_pelos V da_leche — es_mamifero,

es_mamifero A (tiene_pezufias V rumia) — es_ungulado,
es_ungulado A tiene_cuello_largo — es_jirafa,
es_ungulado A tiene_rayas_negras — es_cebra,
tiene_pelos A tiene_pezufas A tiene_rayas_negras }

FRes €s_cebra

5.5.2. Decision de argumentacion por resolucion

1 {—tiene_pelos, es_mamifero} Hipotesis

2 {— da_leche, es_mamifero} Hipotesis

3 {—es_mamifero, —tiene_pezufas, es_ungulado} Hipétesis

4 {—es_mamifero, ~rumia, es_ungulado} Hipotesis

5 {—es_ungulado, —tiene_cuello_largo, es_jirafa} = Hipotesis

6 {—es_ungulado, —tiene_rayas_negras, es_cebra} Hipotesis

7 ({tiene_pelos} Hipotesis

8 {tiene_pezufas} Hipotesis

9 [{tiene_rayas_negras} Hipotesis

10 {—es_cebra} Hipotesis

11 {es_mamifero} Resolvente de 1y 7
12 {—tiene_pezufias, es_ungulado} Resolvente de 11 y 3
13 {es_ungulado} Resolvente de 12y 8
14 {—tiene_rayas_negras, es_cebra} Resolvente de 13 y 6
15 {es_cebra} Resolvente de 14y 9
16 O Resolvente de 15y 10
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= Notacion:

e Literales: L,L/, Ly, Ly, ...
e Clausulas: C,C’,Cyq,Cy,. ..

e Conjuntos de cldusulas: S, 5,51, S5, ...

» Def. Sy S’ son equiconsistentes (y se representa por S =~ §') si
S es consistente syss S’ es consistente

» Ejemplos:

o {r}} = {{r} {1}
o {r}r = {rh{-r}}

6.1.2. Eliminacién de tautologias

Eliminacién de tautologias

= Prop.: Sean S un conjunto de cldusulas y C € S una tautologia. Entonces, S ~

s\ {c}.
= Ejemplo: {{p,q}, {p,q,~p}} =~ {{p.q}}

6.1.3. Eliminacion unitaria

Eliminacion unitaria
n Def.: Una cldusula C es unitaria si C tiene sélo un literal.

» Def.: Sean S un conjunto de cldusulas y {L} una clausula unitaria de S. Entonces
la eliminacion unitaria de L en S es el conjunto obtenido borrando en S todas las
cldusulas que contienen L y borrando L¢ en todas las clausulas; es decir,

elimacionUnitaria(S,L) = {C—{L‘} :C € S,L ¢ C}

= Ejemplo: elimacionUnitaria({{p, q}, {p, ~q}, {-p}.{r}}, —p) = {{g}, {~a}. {r}}

» Prop.: Sean S un conjunto de cldusulas y {L} una cldusula unitaria de S. Entonces
S =~ eliminacionUnitaria(S,L).

= Bjemplos:  {{p,q,~r},{p,~q}, {-p}, {ru}}
SUANESARIAUAYS;

{{-r} {ruy}

{h{u}}

€ Q&
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6.1.4. Eliminacién de literales puros

Eliminacién de literales puros

s Def.: L es un literal puro de S si S es un literal de alguna cldusula de S y el com-
plementario de L no pertenece a las clausulas de S.

» Ejemplos:

e pesun literal puro de {{p,q},{p,~q},{r.q}, {r,—q}}.
e g no es un literal puro de {{p,q},{p,—q},{r.9},{r,—q}}.

= Def.: Sean S un conjunto de cldusulas y L un literal puro de S. Entonces la elimina-
cion pura de L en S es el conjunto obtenido borrando en S las cldusulas que tienen
L; es decir,
elimacionPuro(S,L) = {C — {L}: C € S}

= Prop.: Sean S un conjunto de cldusulas y L un literal puro de S. Entonces S ~
eliminacionPuro(S,L).

= Ejemplo: Hp.at Ap,—at Ara}, {r,—a}}
ﬁr, qat,{r,—q}}

6.1.5. Regla de divisién

R

Regla de divisién
= Prop.: Sea L un literal del conjunto de cldusulas S. Entonces, son equivalentes

1. S es consistente,
2. (SU{L}) 6 (SU{L*}) es consistente,

3. elimacionUnitaria(S, L) 6 elimacionUnitaria(S, L°) es consistente,

6.1.6. Algoritmo DPLL
El algoritmo DPLL (Davis, Putnam, Logemann y Loveland)
» Entrada: Un conjunto de cldusulas S.

» Salida: “Consistente”, si S es consistente e “Inconsistente”, en caso contrario.

» Procedimiento DPLL(S)
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Sil € S, entonces “Inconsistente”.

Si S = @, entonces “Consistente”.

Si S tiene alguna cldusula unitaria {L}, entonces DPLL(eliminacionUnitaria(S, L).
Si S tiene algun literal puro L, entonces DPLL(eliminacionPuro(S,L)).

Sea L un literal de S.

M

e Si DPLL(SU{L})) = “Consistente”, entonces devolver “Consistente”;
e en caso contrario DPLL(SU {L}).

Ejemplo del algoritmo DPLL

§ ={{a b}, {~a b}, {a b} {a ~d},{—a,=b,~c},{b,~c}, {c,~f}, {f}}
[Unitaria {f}]

~ {{a,b},{-a,b},{a, ~b},{a, ~d},{=a, ~b,~c},{b,~c}, {c}}
[Unitaria {c}]

~ {{a,b},{~a,b},{a,~b},{a,~d},{—a, ~b},{b}}
[Unitaria {b}]

~ {{a},{a,~d},{—a}}
[Unitaria {—a}]

~ {0, {d}}

Por tanto, S es inconsistente.

Ejemplo del algoritmo DPLL
§ =UpgrA-q),{-r}} [Unitaria {~q}]

~{{r}{-r}} [Puro p]
~ {{-r}} [Puro —]
%)

Por tanto

= S es consistente.

» UnmodeloesIconI(p) =1,1(q) =0el(r) =0.

Ejemplo del algoritmo DPLL

Sea S = {{—q,r},{-r,p}, {-r.q}, {-pr. 9.7}, {p.9},{—p,—q}} No tiene clausulas
unitarias ni literales puros. Elegimos el literal p para dividir los casos.

SU{p}
={~qr},{-r.ph{-rat,{-pr.art{p.qa},{-p,~q},{p}} [Unit {p}]
= Primercaso: ~ {{—q,7},{-rq},{q,7}, {—~q}} [Unit. {~q}]

~{{~r}H{r}} [Unit. {r}]
~ {0}
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SU{-p}

={{~qr}{-rp}{-rat,{-par}{p.a},{-p,~q},{—-p}} [Unit. {-p}]
» Segundo caso: ~ {{—q,r},{-r},{-7.q9},{q9}} [Unit. {—r}]

~ }{Dﬂ}q},{q}} [Unit. {—q}]

Por tanto, S es inconsistente.

6.2. Aplicaciones

6.2.1. Sobre Prover9 y Mace4
Sobre Prover9 y Mace4

Prover9 es un demostrador automatico para la légica de primer orden.

Mace4 un calculador de modelos.

Prover9 y Mace4 son libres y se encuentran en http://www.cs.unm. edu/~mccune/
mace4

Usual S [A|V|—= | &
Prover9/Maced | - | & | | | —> | <>

Sintaxis (como la de APLI2):

6.2.2. El problema de los veraces y los mentirosos

» Enunciado: En una isla hay dos tribus, la de los veraces (que siempre dicen la
verdad) y la de los mentirosos (que siempre mienten). Un viajero se encuentra con
tres islefios A, B y C y cada uno le dice una frase

e A dice “By C son veraces syss C es veraz”
e Bdice “Si A y B son veraces, entonces B y C son veraces y A es mentiroso”

e Cdice “B es mentiroso syss A o B es veraz”
Determinar a qué tribu pertenecen A, By C.
» Simbolizacién:

e 3, by crepresentan que A, By C son veraces

e -3, -by -crepresentan que A, B y C son mentirosos

» Idea: las tribus se determinan a partir de los modelos del conjunto de férmulas
correspondientes a las tres frases.


http://www.cs.unm.edu/~mccune/mace4
http://www.cs.unm.edu/~mccune/mace4
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= Representacion en Mace4 (pb_mentirosos.in)

formulas(assumptions) .
a<->(&c<>c).
b<>((@&c->b&ck&-a).
c <> (-b <-> a | b).

end_of_list.

m Célculo de modelos con Mace4

> mace4 -N2 -m9 -pl <pb_mentirosos.in

a :
b :
c :

1
1
0

» Conclusién: A y B son veraces y C es mentiroso.

= Representacion en Prover9 (pb_mentirosos_2.in)

formulas (assumptions) .
a<>(b&c<->c).
b<->(a&c->b&cé&-a).
c <-> (-b <->a | b).

end_of_list.

formulas(goals) .
a&bé&-c.
end_of_list.

» Demostracién con Prover9:

O© O O W N -

10

a<->(b&c<->c).

b<>((@&c->b&c& -2a).

c <> (b <=> a | b).

[clausify(1)].
[clausify(1)].
[clausify(2)].
[clausify(2)].

> prover9 <pb_mentirosos_2.in >pb_mentirosos_2.out

[assumption]
[assumption]
[assumption] .
[goall .
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11
12
13
14
15

THEOREM PROVED

-c | -b. [clausify(3)].
-a | -b | c. [deny(4)].

b | -a. [10,5]

-b | a. [11,6].

a. [14,9].

b. [13,15].

C. [12,15,16].
$F. [11,17,16].

6.2.3. El problema de los animales

» Enunciado: Disponemos de una base de conocimiento compuesta de reglas sobre
clasificacion de animales y hechos sobre caracteristicas de un animal.

Regla 1: Si un animal es ungulado y tiene rayas negras, entonces es una cebra.
Regla 2: Si un animal rumia y es mamifero, entonces es ungulado.

Regla 3: Si un animal es mamifero y tiene pezufias, entonces es ungulado.
Hecho 1: El animal tiene es mamifero.

Hecho 2: El animal tiene pezufias.

Hecho 3: El animal tiene rayas negras.

Demostrar a partir de la base de conocimientos que el animal es una cebra.

» Representacion en Prover9 (pb_animales. in)

formulas(assumptions) .

es_

ungulado & tiene_rayas_negras -> es_cebra.

rumia & es_mamifero -> es_ungulado.

es_
es_

mamifero & tiene_pezugnas -> es_ungulado.
mamifero.

tiene_pezugnas.

tiene_rayas_negras.

end_

of _list.

formulas(goals) .

es_
end_

cebra.
of_list.
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s Demostracion con Prover9:

> prover9 <pb_animales.in
============================== PRO(QF =================================
1 es_ungulado & tiene_rayas_negras -> es_cebra. [assumption].

3 es_mamifero & tiene_pezugnas -> es_ungulado. [assumption].

4 es_cebra # label(non_clause). [goall.

5 -es_ungulado | -tiene_rayas_negras | es_cebra. [clausify(1)].

7 -es_mamifero | -tiene_pezugnas | es_ungulado. [clausify(3)].

8 es_mamifero. [assumption] .

9 tiene_pezugnas. [assumption] .

10 tiene_rayas_negras. [assumption] .

11 -es_cebra. [deny(4)].

12 es_ungulado. [7,8,9].

14 -es_ungulado. [5,10,11].

15 $F. [14,12].
============================== end 0of proof ==========================
THEOREM PROVED

s Confirmacién con Mace4:

> mace4 -N2 <pb_animales.in
formulas (mace4_clauses).

-es_ungulado | -tiene_rayas_negras | es_cebra.
-rumia | -es_mamifero | es_ungulado.
-es_mamifero | -tiene_pezugnas | es_ungulado.

es_mamifero.
tiene_pezugnas.
tiene_rayas_negras.
-es_cebra.
end_of_list.

Exiting with failure.

6.2.4. El problema del coloreado del pentagono

» Enunciado: Decidir si es posible colorear los vértices de un pentagono de rojo o
azul de forma que los vértices adyacentes tengan colores distintos.

s Simbolizacion:
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e 1,2,3,4, 5 representan los vértices consecutivos del pentagono
e ri (1 <i < 5)representa que el vértice i es rojo

e ai (1 <1 < 5)representa que el vértice i es azul

s Representacion en Mace4 (pb_pentagono_2.1in)

formulas(assumptions) .
% E1 vértice i (1 <= i <= 5) es azul o rojo:
al | r1. a2 | r2. a3 | r3. a4 | r4. ab | r5.

% Dos vértices adyacentes no pueden ser azules:
-(al & a2). -(a2 & a3). -(a3 & a4).
-(a4 & ab). -(ab & al).

% Dos vértices adyacentes no pueden ser rojos:
-(r1 & r2). -(r2 & r3). -(r3 & rd).

-(r4 & r5). -(r5 & r1).

end_of_list.

» Célculo de modelos con Mace4:

> mace4 -N2 <pb_pentagono_2.in
Exiting with failure.
—————— process 6292 exit (exhausted) ------

» Conclusién: Mace4 no ha encontrado ningtin modelo. Luego, es imposible colorear
los vértices de un pentdgono de rojo o azul de forma que los vértices adyacentes
tengan colores distintos.

» Enunciado: Decidir si es posible colorear los vértices de un pentagono de rojo, azul
o negro de forma que los vértices adyacentes tengan colores distintos.

» Representacion en Mace4 (pb_pentagono_3.in)

formulas (assumptions) .

% E1 vértice i (1 <= i <= 5) es azul, rojo o negro:
al | r1 | nl. a2 | r2 | n2. a3 | r3 | n3.

a4 | r4 | n4. a5 | r5 | nb.

% Dos vértices adyacentes no pueden ser azules:
-(al & a2). -(a2 & a3). -(a3 & a4d).
-(a4 & ab). -(ab & al).
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= Representacion en Mace4 (cont.)

% Dos vértices adyacentes no pueden ser rojos:
-(r1 & r2). -(r2 & r3). -(r3 & rd).
-(r4 & r5). -(r5 & r1).

% Dos vértices adyacentes no pueden ser negros:
-(nl & n2). -(n2 & n3). -(n3 & n4).

-(n4 & n5). -(n5 & nl).
end_of_list.

El problema del coloreado del pentagono (con 3 colores)

n Célculo de modelo con Mace4:

> mace4 -N2 -pl <pb_pentagono_3.1in
al : 0

a2 :
a3 :
ad :
ab :
nl :
n2 :
n3 :
n4 :
nb :
rl :
r2 :
r3 :
r4d :
rb5 :

O O, O, O F OF O P, O OO

» Conclusion: colorear el vértice 1 de rojo, el 2 de negro, el 3 de rojo, el 4 de negro y
el 5 de azul.

6.2.5. El problema del palomar

» Enunciado: Cuatro palomas comparten tres huecos. Decidir si es posible que no
haya dos palomas en el mismo hueco.
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= Simbolizacién: pihj (i € {1,2,3,4} yj € {1,2,3}) representa que la paloma i esta
en el hueco j.

» Representaciéon en Mace4 (pb_palomar. in):

formulas (assumptions) .
% La paloma 1 estd en alguna hueco:
pihl | p1h2 | pilh3.

%» La paloma 2 estd en alguna hueco:
p2hl | p2h2 | p2h3.

% La paloma 3 estd en alguna hueco:
p3hl | p3h2 | p3h3.

% La paloma 4 estd en alguna hueco:
p4hl | p4h2 | p4h3.

= Representacion en Mace4 (cont.)

% No hay dos palomas en la hueco 1:
-pihl | -p2hl. -pihl | -p3hil. -pihl | -p4hl.
-p2h1 | -p3hl. -p2hl | -p4hl. -p3h1l | -p4hl.

% No hay dos palomas en la hueco 2:
-p1h2 | -p2h2. -p1h2 | -p3h2. -p1lh2 | -p4h2.
-p2h2 | -p3h2. -p2h2 | -p4h2. -p3h2 | -p4h2.

% No hay dos palomas en la hueco 3:

-p1h3 | -p2h3. -p1h3 | -p3h3. -p1lh3 | -p4h3.
-p2h3 | -p3h3. -p2h3 | -p4h3. -p3h3 | -p4h3.
end_of_list.

s Célculo de modelo con Mace4:

> mace4 -N2 <pb_palomar.in
Exiting with failure.
—————— process 6598 exit (exhausted) ------

» Conclusién: Mace4 no ha encontrado ningtin modelo. Luego, es imposible que no
haya dos palomas en el mismo hueco.
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6.2.6. El problema de los rectangulos

» Enunciado: Un rectdngulo se divide en seis rectdngulos menores como se indica
en la figura. Demostrar que si cada una de los rectdngulos menores tiene un lado
cuya medida es un nimero entero, entonces la medida de alguno de los lados del
rectingulo mayor es un niimero entero.

T

I's: D
E
F

e base: la base del rectdngulo mayor es un ntimero entero

s Simbolizacion:

e altura:la altura del rectdngulo mayor es un nimero entero
e base_x:la base del rectangulo X es un ntimero entero

e altura_x: la altura del rectdingulo X es un nimero entero

= Representaciéon en Prover9 (pb_rectangulos.in)

formulas (assumptions) .

base_a | altura_a. base_b | altura_b. base_c | altura_c.
base_d | altura_d. base_e | altura_e. base_f | altura_f.
base_a <-> base_c.

base_a & base_d -> base_f.

base_d & base_e -> base_b.

base_a & base_b -> base.

altura_d & altura_f -> altura_e.

altura_a & altura_c & altura_f -> altura.

altura_b & altura_d & altura_f -> altura.

altura_b & altura_e -> altura.
end_of_list.

s Representacion en Prover9 (cont.)

formulas(goals).
base | altura.
end_of_list.
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s Demostracion con Prover9:

> prover9 <pb_rectangulos.in

THEOREM PROVED

6.2.7. El problema de las 4 reinas

s Enunciado: Calcular las formas de colocar 4 reinas en un tablero de 4x4 de forma

que no haya més de una reina en cada fila, columna o diagonal.

» Representacion: cij (1 <i,j < 4)indica que hay una reina en la fila i columna j.

= Representacion en Mace4 (pb_4_reinas.in)

formulas (assumptions) .

% En cada fila hay una reina:

cll | c12 |
c21 | c22 |
c31 | ¢32 |
c41l | c42 |

cl3 |
c23 |
c33 |
c43 |

cl4d.
c24.
c34.
cd4.

s Representacion en Mace4 (cont.)

% Si en una casilla hay reina, entonces no hay mas

% reinas en
cll -> (-c12
(-c22
cl2 -> (-c11
(-c21
c13 -> (-c11
(-c31
cld -> (-c11
(-c23

su

LIRS

fila, su columna y su diagonal:

-c13
-c33
-cl13
-c23
-c12
-c22
-c12
-c32

IR

-c14)

-c44).

-c14)

-c34).

-c14)

-c24).

-c13)

-c41).

& (-c21

& (-c22

& (-c23

& (-c24

& -c31 & -c41)

& -c32 & -c42)

& -c33 & -c43)

& -c34 & -c44)

= Representacion en Mace4 (cont.)

c21 -> (-c22 & -¢c23 & -c24) & (-cl1

(-c32 & -c43 & -c12).

€22 -> (-c21 & -c23 & -c24) & (-c12
(-c11 & -¢c33 & -c44 & -c13 &

& -c31 & -c41)

& -c32 & -c42)
-c31).
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€23 -> (-c21 & -c22 & -c24) & (-c13 & -c33 & -c43) &
(-c12 & -c34 & -cl14 & -c32 & -c41).

c24 -> (-c21 & -c22 & -¢23) & (-cl14 & -c34 & -c44) &
(-c13 & -c33 & -c42).

= Representacion en Mace4 (cont.)

c31 -> (-c32 & -¢c33 & -c34) & (-cll & -c21 & -c41) &
(-c42 & -c13 & -c22).

€32 -> (-¢31 & -¢c33 & -c34) & (-c12 & -c22 & -c42) &
(-c21 & -c43 & -c14 & -c23 & -c41).

€33 -> (-c31 & -c32 & -c34) & (-c13 & -c23 & -c43) &
(-c11 & -c22 & -c44 & -c24 & -c42).

c34 -> (-c31 & -¢c32 & -c33) & (-cl4 & -c24 & -c44) &
(-c12 & -c23 & -c43).

» Representaciéon en Mace4 (cont.)

c4l -> (-c42 & -c43 & -c44) & (-cl11l & -c21 & -c31) &
(-c14 & -c23 & -c32).

c42 -> (-c41 & -c43 & -c44) & (-cl12 & -c22 & -¢c32) &
(-c31 & -c24 & -c33).

c43 -> (-c41 & -c42 & -c44) & (-c13 & -c23 & -c33) &
(-c21 & -c32 & -c34).

cd4d > (-c41 & -c42 & -c43) & (-cld & -c24 & -c34) &
(-c11 & -c22 & -c33).

end_of_list.

» Biisqueda de modelos con Mace4:

cl1
c21
c31
c41

cl1
c21
c31
c41

0
1
: 0

0

O = O O

cl2

c22
c32 :
c42

cl2 .
c22
c32 :
c42 :

: 0

= O O

S O O -

cl3 :
c23 :
c33 :
c43 :

O O O =

= O O O

cl4 :
c24
c34 :
cd44

cl4 :
c24
c34 :
c44

> mace4 -N2 -m9 -pl <pb_4_reinas.in
cl3 :
c23 :
c33 :
c43

0

O = O

o O = O
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» Conclusion: Gréaficamente los modelos son

R

6.2.8. El problema de Ramsey

» Enunciado: Probar el caso mds simple del teorema de Ramsey: entre seis personas
siempre hay (al menos) tres tales que cada una conoce a las otras dos o cada una

no conoce a ninguna de las otras dos.

» Simbolizacion:

e 1,2,3,4,5,6 representan a las personas

e pij (1 <i < j<6)indica que las personas iy j se conocen.

= Representacion en Prover9 (pb_ramsey.in)

formulas(goals) .

% Hay 3 personas que se conocen entre

(p12
(p12
(p13
(p13
(p14
(p23
(p23
(p24
(p34
(p35

IR RRR

p13
plb
plé
plé
plé
p24
p26
p26
p35
p36

&

IR

p23)
p25)
p34)
p36)
p46)
p34)
p36)
p46)
p45)
p56)

(p12
(p12
(p13
(p14
(p15
(p23
(p24
(p25
(p34
(p45

&

XTI

plé
plé
plb
plb5
plé
p25
p25
p26
p36
p46

FRRRTRIRIIIRRER

p24)
p26)
p35)
p45)
p56)
p35)
p45)
p56)
p46)
p56)

s Representacion en Prover9 (cont.)

% Hay 3
(-p12 &
(-p12 &
(-p13 &
(-p13 &

personas que que se desconocen:

-p13 & -p23) | (-p12 & -pl4 & -p24)
| (-p12 & -pl6 & -p26)
| (-p13 & -pl5 & -p35)
| (-p14 & -pl5 & -p45)

-p15 & -p25)
_pld & -p34)
-pl6 & -p36)
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(-p14 & -pl6 & -p46) | (-plb & -pl6 & -p56) |
(-p23 & -p24 & -p34) | (-p23 & -p25 & -p35) |
(-p23 & -p26 & -p36) | (-p24 & -p25 & -p45) |
(-p24 & -p26 & -p46) | (-p25 & -p26 & -p56) |
(-p34 & -p35 & -p45) | (-p34 & -p36 & -p46) |
(-p35 & -p36 & -p56) | (-p45 & -p46 & -p56).
end_of_list.

Demostraciéon con Prover9:

> prover9 <pb_ramsey.in
THEOREM PROVED
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7.1. Representacion del conocimiento en légica de primer
orden

7.1.1. Representacion de conocimiento geografico

» Ejemplo 1: Si Sevilla es vecina de Cddiz, entonces Cddiz es vecina de Sevilla. Sevilla es
vecina de Cddiz. Por tanto, Cddiz es vecina de Sevilla

e Representacion en légica proposicional:
{SvC — CvS, SvC} = CoS

» Ejemplo 2: Si una ciudad es vecina de otra, entonces la sequnda es vecina de la primera.
Sevilla es vecina de Cddiz. Por tanto, Cddiz es vecina de Sevilla
e Representacion en logica proposicional: Imposible

e Representacion en logica de primer orden:
{Vx Yy [vecina(x,y) — vecina(y,x)], vecina(Sevilla, Cadiz)}
= vecina(Cadiz, Sevilla)

7.1.2. Representaciéon del mundo de los bloques

» Simbolizacion:

e sobre(x,y) se verifica si el bloque x estd colocado sobre el bloque y

e sobre_mesa(x) se verifica si el bloque x estd sobre la mesa

» Situacién del ejemplo:
sobre(a, b), sobre(b, ¢), sobre_mesa(c), sobre(d, ¢), sobre_mesa(e)

» Definiciones:

e bajo(x,y) se verifica si el bloque x esta debajo del bloque y
Vx Yy [bajo(x,y) <> sobre(y, x)]
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e encima(x, y) se verifica si el bloque x estd encima del bloque y pudiendo ha-
ber otros bloques entre ellos
Vx Vy [ encima(x,y) <>
sobre(x,y) V 3z [sobre(x,z) A encima(z, y)]]

e libre(x) se verifica si el bloque x no tiene bloques encima
Vx [libre(x) <» =3y sobre(y, x)]

e pila(x,y, z) se verifica si el bloque x esta sobre el y, el y sobre el z y el z sobre
la mesa
Vx Yy Vz | pila(x,y,z) <>
sobre(x,y) A sobre(y, z) A sobre_mesa(z)]

» Propiedades:
e Siz, Y,z es una pila entonces y no esta libre

Vx Vy Vz [pila(x,y,z) — —libre(y)]

Representacion del mundo de los bloques con funciones e igualdad

s Simbolizacion:

e es_bloque(x) se verifica si x es un bloque.

e superior(x) es el bloque que esta sobre el bloque x.
» Situacién del ejemplo:

e es_bloque(a), es_bloque(b), es_bloque(c), es_bloque(d), es_bloque(e)
e superior(b) = a,superior(c) = b,superior(e) = d
» Definiciones:
e sobre_mesa(x) se verifica si el bloque x estd sobre la mesa
Vx [sobre_mesa(x) <> es_bloque(x) A =3y superior(y) = x|

e libre(x) se verifica si el bloque x no tiene bloques encima
Vx [libre(x) <» —3Jy superior(x) = y|
e tope(x) es el bloque libre que est4 encima de x
Vx [ (libre(x) — tope(x) = x)A
(—libre(x) — tope(x) = tope(superior(x)))]
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7.1.3. Representacion de conocimiento astronémico

» La Tierra es un planeta:
planeta(Tierra)

» La Luna no es un planeta:
—planeta(Luna)

n La Luna es un satélite:
satélite(Luna)

» La Tierra gira alrededor del Sol:
gira(Tierra, Sol)

» Todo planeta es un satélite:
Vx [planeta(x) — satélite(x)]

» Todo planeta gira alrededor del Sol:
Vx [planeta(x) — gira(x,Sol)]

» Algiin planeta gira alrededor de la Luna:
dx [planeta(x) A gira(x, Luna)]

» Hay por lo menos un satélite:
Jdx satélite(x)

» Ninguin planeta es un satélite:
—dx [planeta(x) A satélite(x)]

» Ningiin objeto celeste gira alrededor de si mismo:
—dx gira(x, x)

» Alrededor de los satélites no giran objetos:
Vx [satélite(x) — =3y gira(y, x)]

» Hay exactamente un satélite:
dx [satélite(x) A Vy [satélite(y) — x = y]]

n La Luna es un satélite de la Tierra:
satélite(Luna, Tierra)

» Todo planeta tiene un satélite:
Vx [planeta(x) — Jy satélite(y, x)]

n La Tierra no tiene satélites:
—Jx satélite(x, Tierra)
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Algiin planeta no tiene satélites:
dx [planeta(x) A -3y satélite(y, x)]

Sélo los planetas tienen satélites:
Vx [Jy satélite(y, x) — planeta(x)]

Todo satélite es satélite de algiin planeta:
Vx [satélite(x) — Ty (planeta(y) A satélite(x,y))]

La Luna no gira alrededor de dos planetas diferentes:
—dx Jy | planeta(x) A planeta(y)A
gira(Luna, x) A gira(Luna, y) A x # y]

Hay exactamente dos planetas:
dx Jy | planeta(x) A planeta(y) A x # yA
Vz [planeta(z) -z =xVz =y]]

7.2. Sintaxis de la 16gica de primer orden

7.2.1. Lenguaje de primer orden
Lenguaje de primer orden
= Simbolos légicos:

e Variables: x,1,z,...,x1,x2,.. ..
e Conectivas: =, A\, V, —, <.

Cuantificadores: V, 5.

e Simbolo de igualdad: =.

Simbolos propios:

e Simbolos de constantes: a,b,c,...,a,a,....
e Simbolos de predicado (con aridad): P, O, R, ..., P, P, . ...
e Simbolos de funcién (con aridad): f, 5,5, ..., f1, f2,. . ..

7 /1)// 1“7

Simbolos auxiliares: “(”, “)”, “,”.

Notaciéon:

o [,Li,Ly,...representan lenguajes de primer orden.

e Var representa el conjunto de las variables.

Los simbolos de predicados de aridad mayor que 1 se llaman de relaciones.
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Ejemplos de lenguajes de primer orden

» Lenguaje del mundo de los bloques:

e Simbolos de constantes: a,b,c,d, e

e Simbolos de predicado (y de relacién):
—de aridad 1: sobre_mesa, libre, es_bloque
—de aridad 2: sobre, bajo, encima
—de aridad 3: pila

e Simbolos de funcién (de aridad 1): superior, tope
» Lenguaje de la aritmética:

e Simbolos de constantes: 0, 1

e Simbolos de funcién:
— monaria: s (siguiente)
— binarias: +, -

e Simbolo de predicado binario: <

7.2.2. Términos y férmulas de primer orden

Términos

= Def. de término de un lenguaje de primer orden L:

e [as variables son términos de L.
e Las constantes de L son términos de L.

e Si f es un simbolo de funcién n-aria de L y ¢y,...,t; son términos de L, en-
tonces f(t1,...,t,) es un término de L.

» Ejemplos:
e En el lenguaje de la aritmética,
o +(-(x,1),s(y)) es un término, que se suele escribir como (x - 1) + s(y)
o +(-(x,<),s(y)) no es un término
e En el lenguaje del mundo de los bloques,
o superior(superior(c)) es un término.
o libre(superior(c)) no es un término.

= Notacion:

e 5,1y, ... representan términos.

e Térm(L) representa el conjunto de los términos de L
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Férmulas atomicas

» Def. de férmula atémica de un lenguaje de primer orden L:

e Sity y tr son términos de L, entonces t; = t; es una férmula atémica de L.
e Si P es un simbolo de relacién n-aria de L y ty,...,t, son términos de L,
entonces P(ty,...,t,) es una férmula atémica de L.

» Ejemplos:

e En el lenguaje de la aritmética,

o < (-(x,1),5(y)) es una férmula atémica que se suele escribir como x -1 <

s(y)

o +(x,y) = -(x,y) es una férmula atémica que se suele escribir como x +
y=x-Yy
e En el lenguaje del mundo de los bloques,
o libre(superior(c)) es una férmula atémica.
o tope(c) = superior(b) es una férmula atémica.

= Notacion:

o A, B,Ay, Ay, ... representan férmulas atémicas.

e Atom(L) representa el conjunto de las férmulas atémicas de L.

Férmulas

» Definicién de las formulas de L:

e Las formulas atémicas de L son féormulas de L.

e SiFy Gsonférmulasde L, entonces —F, (FAG),(FVG),(F— G)y(F < G)
son férmulas de L.

e Si F es una férmula de L, entonces Vx F y Jx F son férmulas de L.
» Ejemplos:

e En el lenguaje de la aritmética,

o Vx 3y < (x,y) es una férmula que se escribe como Vx Jy x <y
o Vx Jy + (x,y) no es una férmula.

e En el lenguaje del mundo de los bloques,

o Vx (tope(x) = x < libre(x)) es una férmula.
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= Notacion:

e F,G,H,F,F,...representan férmulas.

e Form(L) representa el conjunto de las férmulas de L.

7.2.3. Subférmulas

Arboles de anilisis (o de formacién)

vx (R(x,¢) = P(f(y))) Vx
R(x,¢) = P(f(y)) -
/\ /\
R(x,c) P(f(y)) R p
/N TN
x ¢ f(y) x c f
y y
Subférmulas

» Def: El conjunto Subf(F) de las subférmulas de una férmula F se define recursiva-

mente por:
({F}, si F es una férmula atémica;
{F} USubf(G), siF = —G;
Subf(F) = ¢ {F} USubf(G) USubf(H), siF = G=xH;
{F} USubf(G), siF =Vx G;
({F} USubf(G), siF=3xG
= Ejemplo:
Subf(Vx (R(x,c) = P(f(y)))) = { ¥x (R(x,¢) = P(f(y))),
(R(x,c) = P(f(¥))),
R(x,c),
P(f(y))}

Criterios de reduccién de paréntesis
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Pueden eliminarse los paréntesis externos.
F A G es una abreviatura de (F A G)

Precedencia de asociaciéon de conectivas y cuantificadores: V, 3, =, A, V, =, <.
Vx P(x) — Q(x) es una abreviatura de (Vx P(x)) — Q(x)

» Cuando una conectiva se usa repetidamente, se asocia por la derecha.
FVGVH es una abreviaturade (FV (GV H))
FAGAH — —-FVG esunaabreviaturade ((FA(GAH))— (-FVG))

Los simbolos binarios pueden escribirse en notacién infija.
X4y esunaabreviaturade +(x,y)
x <y esunaabreviaturade < (x,y)

7.2.4. Variables libres y ligadas

Conjuntos de variables

» Def.: El conjunto de las variables del término ¢ es
@, sit es una constante;
V(t) = ¢ {x}, si t es una variable x;
V(t)U---UV(t,), sitesf(ty,... tn)

» Def.: El conjunto de las variables de la férmula F es

(V(t1) UV(t), siFest =ty
V()U---UV(ty), siFesP(ty,..., tn);
V(G), si F es —G;
V() = { V) .

V(G)UV(H), si Fes G x* H;
V(G), si FesVx G;
L V(G), siFesdx G

» Ejemplos:

e El conjunto de las variables de Vx (R(x,c) — P(f(y))) es {x,y}.
e El conjunto de las variables de Vx (R(a,c) — P(f(y))) es {y}.

Apariciones libres y ligadas

= Def.: Una aparicién (u ocurrencia) de la variable x en la férmula F es ligada si es
en una subférmula de F de la forma Vx G 6 Jdx G.
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= Def.: Una aparicién (u ocurrencia) de la variable x en la férmula F es libre si no es
ligada.

» Ejemplo: Las apariciones ligadas son las subrayadas:
Vx (P(x) = R(x,y)) = (3y P(y) — R(z,x))
Jx R(x,y) vV Vy P(y)
Vx (P(x) = Jy R(x,y))
P(x) = R(x,y)
Variables libres y ligadas
» La variable x es libre en F si tiene una aparicion libre en F.

» La variable x es ligada en F si tiene una aparicién ligada en F.

» El conjunto de las variables libres de una férmula F es:

(V(t1) UV(h), siFest; =ty
V(t1)U---UV(t,), siFesP(ty,..., tn);

VL(E) = VL(G), s? F es =G;
VL(G)UVL(H), siFes G« H;
VL(G) \ {x}, si FesVx G;
| VL(G) \ {x}, siFes3dx G

» Ejemplo:

Férmula Ligadas | Libres

Vx (P(x) = R(x,y)) — (Jy P(y) — R(x,2)) | x,y X, Y,z

Vx (P(x) — Jy R(x,vy)) X,V

Vz (P(x) — R(x,y)) X,y

Férmulas cerradas y abiertas
» Férmula cerradas:

e Def.: Una formula cerrada (o sentencia) es una férmula sin variables libres.
e Ejemplos: Vx (P(x) — 3y R(x,y)) es cerrada.
dx R(x,y) V Yy P(y) no es cerrada.

s Férmulas abiertas:

o Def.: Una formula abierta es una formula con variables libres.

e Fjemplos: Vx (P(x) — Jy R(x,y)) no es abierta.
dx R(x,y) V Vy P(y) es abierta.
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7.3. Semantica de la l6gica de primer orden

7.3.1. Estructuras, asignaciones e interpretaciones

Estructuras, asignaciones e interpretaciones

» Una estructura del lenguaje L es un par Z = (U, I) tal que:

e LI es un conjunto no vacio, denominado universo de la estructura;
e [ es una funcién con dominio el conjunto de simbolos propios de L tal que

o sic es una constante de L, entonces I(c) € U;

o si f es un simbolo de funcién n—aria de L, entonces I(f) : U" — U;

o si P es un simbolo de relacién O-aria de L, entonces I(P) € {1,0};

o si R es un simbolo de relacién n-aria (n > 0) de L, entonces I(R) C U";

» Una asignacion A en una estructura (U, I) es una funcién A : Var — U que hace
corresponder a cada variable del alfabeto un elemento del universo de la estruc-
tura.

» Una interpretacion de L es un par (Z, A) formado por una estructura Z de L y una
asignaciéon A en 7.

» Notacion: A veces se usa para los valores de verdad V y F en lugar de 1y 0.

Ejemplos de estructuras
Sea L el lenguaje de la aritmética cuyos simbolos propios son:
constante: 0;
simbolo de funcién monaria: s;
simbolo de funcién binaria: + y
simbolo de relaciéon binaria: <

» Primera estructura de L:
U =N
L(0) =0
Li(s) ={(n,n+1) :n € N} (sucesor)
L(+)={(a,b,a+Db):a,be N} (suma)
(<) ={(n,m):n,meIN,n <m} (menor o igual)

» Segunda estructura de L:
Uy = {0,1}* (cadenas de 0 y 1)
I>(0) = € (cadena vacia)
I(s) = {(w,wl) : w € {0,1}*} (siguiente)
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L(+) = {(wy, w, wywy) : wy, wy € {0,1}*} (concatenacién)
L(<) = {(wy,w7) : w1, wp € {0,1}*, wy es prefijo de wy } (prefijo)

» Tercera estructura de L:
U; = {abierto, cerrado}
I3(0) = cerrado
I3(s) = {(abierto, cerrado), (cerrado, abierto)}
I3(+) = { (abierto, abierto, abierto), (abierto, cerrado, abierto),
(cerrado, abierto, abierto), (cerrado, cerrado, cerrado) }
I3(<) = { (abierto,abierto), (cerrado, abierto), (cerrado, cerrado)}
e | LI(s)(e)
abierto | cerrado
cerrado | abierto

I3;(+) | abierto | cerrado I;(<) | abierto | cerrado
abierto | abierto | abierto abierto 1 0
cerrado | abierto | cerrado cerrado 1 1

7.3.2. Evaluacién de términos y férmulas

Ejemplo de evaluacién de términos

» Sean L el lenguaje de la pagina 89 y t el término s(x + s(0)).

e Si 7 esla primera estructura y A(x) = 3, entonces
Ta(t) = Za(s(x+5(0))) =s'(3+1s'(0")) =
=sI(3+1s1(0)) =s'3+1) =
=s!(4) =5
e SiZ eslasegunda estructura y A(x) = 10, entonces
Ta(t) =Za(s(x+5(0))) =s'(10+'s'(0)) =
=sl(10+1sl(e)) =sl(104+11) =

=s!(101) = 1011
e Si 7 es la tercera estructura y A(x) = abierto, entonces
Ta(t) = Za(s(x+5(0))) = sl (abierto +1s'(01)) =
= sl(abierto +' s'(cerrado)) = s'(abierto +! abierto) =
= sl (abierto) = cerrado

Evaluacion de términos
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» Def.: Dada una estructura Z = (U, I) de L y una asignacién A en Z, se define la
funcién de evaluacion de términos Z4 : Térm(L) — U por
I(c), si t es una constante c;
Ta(t) =< A(x), si t es una variable x;
I(f)(Za(tr),..., Za(tn)), sitesf(ty,... tn)
m Z4(t) selee “el valor de f en 7 respecto de A”.

» Ejemplo: Sean L el lenguaje de la pagina 89, t el término s(+(x,s(0))), Z la primera
estructura y A(x) =3.

Za(t) =Za(s(+(x,5(0)))) = I(s)(Za(+(x,5(0)))) =
= 1(s)(I(+)(Za(x),Za(s(0)))) = I(s)(I(+)(A(x),Za(s(0)))) =
= 1(s)(I(+)(3,1(s)(Za(0)))) = I(s)(I(+)(3,1(s)(1(0)))) =
= ES;ES )(3,1(s)(0))) =1(s)(I(+)(3,1)) =
=1I(s)(4 =5

Evaluacidon de formulas

» Def.: Dada una estructura Z = (U, I) de L y una asignacién A sobre Z, se define la
funcion de evaluacién de férmulas Z4 : Form(L) — B por

~SiFest = b, Za(F) = H=(Za(t1), 1a(t2))
—Si Fes P(tl,...,tn), ( ) HI( (IA(tl) IA(tn))
—Si Fes =G, T4(F) = HA(ZA(G))
-SiFes GxH, ZA(F) = Hi(ZA(G),Za(H))
(1, siparatodou € U se tiene
—Gi Fes Vx G, IA<F) = IA[x/u](G) = 1,

en caso contrario
(1, siexiste algtn u € U tal que
—Si F es dx G, ZA(P) = IA[x/u](G) =1;

0, en caso contrario

m Z4(F) selee “el valor de F en 7 respecto de A”.

Conceptos auxilares para la evaluacién de férmulas

» La funcién de verdad de la igualdad en U es la funcién H- : U? — B definida por

H_(uy,up) = {

1, si U1 = Up,

0, en caso contrario
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» Funcién de verdad de una relacion: Si R es una relaciéon n—aria en U (i.e. R C U"),
entonces la funcién de verdad de R es la funcién Hy : U" — B definida por

1, si(uy,...,un) €R;
HR(ul,...,un):{ ( n) ]
0, en caso contrario
» Variante de una asignacion: Sea A una asignacién en la estructura (U, I) y u € U.
Mediante A[x /1] se representa la asignacion definida por
| u, siyesx;
Alx/ully) = { A(y) siyesdistinta de x

Ejemplo de evaluacién de férmula
Evaluacién de Vx Jy P(x,y) en la estructura Z = (U,I) tal que U = {1,2} e
I(P) ={(1,1),(2,2)}
Za(Vx 3y P(x,y)) =V & Zap(Jy Pxy)) =Vy
Tafxs2)(3y P(x,y)) =V

a3y P(x,y)) =V & Ly, Pxy) =Vo
Zax/1y/2P(x,y) =V
Tapey/Pxy) = PH(1,1) =V
Luego, Ty, /11(3y P(x,y)) = V.
Tas2)(3y P(x,y)) =V & Ly, Pxy) =Vo
Zafxs2y/2P(xy) =V
T2y P(x,y) = P1(2,2) =V

Luego, Ty, /2(3y P(x,y)) = V.
Por tanto, Z4(Vx Jy P(x,y)) =V

Ejemplo de evaluacién de férmulas
Evaluacion de Vx g(g(x)) = x enla estructura Z = (U, I) tal que U = {1,2} e

I(g) = {(1,2), (2, 1)}



7.3. Semantica de la I6gica de primer orden 103

Za(Vx g(g(x)) =x) =V & Ty

Por tanto, Z4 (Vx g(g(x))

Dependencias en la evaluacién de férmulas

» Ejemplo de dependencia del universo: Sea G la férmula Vx 3y R(y, x), entonces

e 7,(G) =V,siendoZ = (Z,I),I(R) = < y A una asignacién en Z.
e 7,(G) =F,siendoZ = (N, I), I(R) = < y A una asignacién en Z.

» Ejemplo de dependencia de la estructura: Sea G la férmula 3x Vy R(x, y), entonces

e 7,(G) =V,siendoZ = (N, I), I(R) = <y A una asignacién en Z.
e 7,(G) = F,siendoZ = (N, I), I(R) = > y A una asignacién en Z.

» Ejemplo de dependencia de la asignacién: Sea G la férmula Vy R(x, y), entonces

e Z,(G) = V,siendo Z = (IN,I),I(R) = <y A una asignacién en Z tal que

A(x) =0.
e 7,(G) = F,siendo Z = (N, I),I(R) = <y A una asignaciéon en Z tal que
A(x) =5.

Evaluacién y variables libres

m Sea f un término de L e 7 una estructura de L.

e Si Ay B son dos asignaciones en Z que coinciden sobre las variables de t,
entonces Z,4(t) = Zp(t).

e Sitno tiene variables, entonces Z4 () = Zg(t) para cualesquiera asignaciones
Ay BenT.Se suele escribir simplemente Z ().
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» Sea F una férmula de L e 7 una estructura de L.
e Si Ay Bson dos asignaciones en Z que coinciden sobre las variables libres de
F, entonces Z4(F) = Zp(F).

e Si F es cerrada, entonces Z4 (F) = Zg(F) para cualesquiera asignaciones A y
B en . Se suele escribir simplemente 7 (F).

7.3.3. Modelo, satisfacibilidad y validez de f6rmulas

Modelo de una férmula

» Sean F una férmula de L e 7 una estructura de L.
e (Z,A) esuna realizacion de F si A es una asignacion en 7 tal que Z4(F) = 1.
Se representa por Z, = F.
e 7 es un modelo de F si, para todo asignacion AenZ, T(F) = 1.
Se representa por 7 = F.

» Ejemplos: Sea Z = (IN, I) una estructura tal que I(f) = + e I(g) = *.

e Si A es una asignacién en 7 tal que A(x) = A(y) = 2. Entonces
Ia = f(xy) = g(xy),

e Si B es una asignacion en Z tal que B(x) = 1, B(y) = 2. Entonces
Iy = f(x,y) = 8(x,y),

* I} flxy) =g(xy)

* I flxy)=fyx)

Satisfacibilidad y validez

n Def.: Sea F una férmula de L.

e [ esvalida si toda estructura de L es modelo de F,
(i.e. para toda estructura Z de L y toda asignacién A en Z se tiene que Z4 (F) =
1).
Se representa por |= F.

e I es satisfacible si tiene alguna realizaciéon
(i.e. existe alguna estructura Z de L y alguna asignacién A en [ tales que
Zu(F) =1).

e F esinsatisfacible si no tiene ninguna realizacién
(i.e. para toda estructura Z de L y toda asignacién A en I se tiene que Z4 (F) =
0).
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= Ejemplos:

e dx P(x) V Vx —P(x) es valida.
e Jx P(x) A dx —P(x) es satisfacible, pero no es vélida.
e Vx P(x) A dx —P(x) es insatisfacible.

F es vélida syss —F es insatisfacible.
F es valida
<= para toda estructura Z y toda asignacién A se tiene que Z4(F) =1
<= para toda estructura Z y toda asignacion A se tiene que Z,(—F) =
<= —F es insatisfacible.

Si F es valida, entonces F es satisfacible.
F es véalida

= para toda estructura 7 y toda asignacién A se tiene que Z4(F) =1
= existe una estructura Z y una asignacion A tales que Z4(F) =1
—> F es satisfacible.

F es satisfacible =/ —F es insatisfacible.
Vx P(x) y =Vx P(x) son satisfacibles.

Sea F una férmula de Ly xy, ..., x, las variables libres de F.
e [ esvalidasyss Vxj ...Vx, F es valida.
[Vx1 ...Vx, F es el cierre universal de F].

e [ es satisfacible syss dx; ...dx; F es satisfacible.
[dxq ...dx, F esel cierre existencial de F].

7.3.4. Modelo y consistencia de conjuntos de férmulas

Modelo de un conjunto de férmulas

» Notacién: S, Sy, Sy, ... representardn conjuntos de férmulas.

» Def.: Sean S un conjunto de férmulas de L, Z una estructura de L y A una asigna-
cibnenZ.

e (7,A) es una realizacion de S si A es una asignacion en 7 tal que para toda
F € S se tiene que Z4(F) = 1. Se representa por Z4 |= S.

e 7 esun modelo de S si para toda F € S se tiene que Z |= F
(i.e. para toda F € Sy toda asignaciéon A en 7 se tiene Z4(F) = 1). Se repre-
senta por 7 |= S.
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» Ejemplo: Sea S = {Vy R(x,y), Yy f(x,y) =y}

e (Z,A)conZ = (N,I),R! = <, fl = +, A(x) = 0 es realizacién de S.

e (Z,A)conZ = (N, I),R! = <, f1 = +, A(x) = 0 no es realizacién de S.
- Fjemplo: Sea § = {R(e,), fle,y) =y}

e 7 =(N,]I
e Z=(N,I)conR! =<, fl = +,¢! =0no es modelo deS.

Jcon R = <, fl = +,e! = 0 es modelo de S.

Consistencia de un conjunto de férmulas

= Def.: Sea S un conjunto de férmulas de L.

e S es consistente si S tiene alguna realizacion
(i.e. existe alguna estructura Z de L y alguna asignaciéon A en 7 tales que,

paratoda F € S, [4(F) = 1).

e S esinconsistente si S no tiene ninguna realizaciéon
(i.e. para toda estructura Z de L y toda asignaciéon A enZ, existe alguna F € S,

tal que I4(F) = 0).
» Ejemplos:
e S={VyR(x,y), Yy f(x,y) =y} es consistente.
(Z,A)conZ = (N, I),R! = <, fl = +, A(x) = 0 es realizacion de S.
e S={P(x) - Q(x), Yy P(y), ~Q(x)} es inconsistente.

» Prop.: Sea S un conjunto de férmulas cerradas de L. Entonces S es consistente syss
S tiene algtin modelo.

7.3.5. Consecuencia légica
Consecuencia légica
» Def.: Sean F una férmula de L y S un conjunto de férmulas de L.

e [ es consecuencia logica de S si todas las realizaciones de S lo son de F.
(i.e. para toda estructura 7 de L y toda asignacién A en Z,
siZy |= S entonces 74 = F).
Se representa por S |= F
e Se escribe G |= F enlugarde {G} = F

e Se escribe G [~ F enlugar de {G} [~ F.
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= Ejemplos:
. VX-P( ) = P(y)
P(y) = Vx P(x)

(Z,A)conZ = (U,I),U = {1,2},P = {1}, A(y) = 1.

(
o {Vx (P(x) = Q(x)), P(c)} F Ql(c)
o {Vx (P(x) = Q(x)), Q(c)} = P(c)
(Z,A)conZ = (U,I),U = {1,2},c! =1,P' = {2},Q" = {1,2}.

e {Vx (P(x) = Q(x)), ~Q(e)} F ~P(c)
e {P(c), ~P(d)} ¢ #d

Consecuencia légica e inconsistencia

» S |= Fsyss SU{—F} es inconsistente.

SEF

<= para toda estructura Z de L y toda asignacion A en Z,
si, paratodo G € S, 74(G) = 1 entonces Z4(F) = 1.

<= para toda estructura 7 de L y toda asignacién A en Z,
si, paratodo G € S, Z4(G) = 1 entonces Z4(—F) = 0.

<> para toda estructura Z de L y toda asignaciéon A en Z,
existe alguna H € SU {—F} tal que Z4(H) = 0.

<= S U {—F} es inconsistente.

» Sean F una férmula cerrada de L y S un conjunto de férmulas cerradas de L. Enton-
ces, son equivalentes

e F es consecuencia logica de S

e todos los modelos de S lo son de F.

7.3.6. Equivalencia légica

n Def.: Sean F y G férmulas de L. F y G son equivalentes si para toda estructura 7
de L y toda asignacion A enZ, Z4(F) = Z4(G).
Se representa por F = G.

= Ejemplos:

P(x) # P(y).
T=({1,2},)conPl = {1}y A(x) =1, A(y) = 2.
e Vx P(x) =Yy P(y).
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o Vx (P(x) AQ(x)) = Vx P(x) AVx Q(x).
e dx (P(x) AQ(x)) £ Ix P(x) A Jx Q(x).
Z=({1,2},)con Pl = {1} y Q! = {2}.
» Propiedades: Sean F y G férmulas cerradas de L.
e F=Gsyss=F <> G.
e F=GsyssF=EGyG =F.
» Propiedades bésicas de la equivalencia l6gica:

e Reflexiva: F = F
e Simétrica: Si F = G, entonces G = F
e Transitiva:Si F = Gy G = H, entonces F = H

» Principio de sustitucién de férmulas equivalentes:

e Prop.: Si en la férmula F; se sustituye una de sus subférmulas G; por una
térmula G, l6gicamente equivalente a Gy, entonces la férmula obtenida, B,
es légicamente equivalente a Fj.

e Ejemplo: F; = Vx P(x) — 3x Q(x)

G1 =VxP(x)
Gy =Wy P(y)
F, =Yy P(y) — 3x Q(x)
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Tema 8

Deduccion natural en 16gica de primer

orden

Contenido
8.1 Sustituciones . . ... ... ... o 99
8.1.1 Definicién de sustitucion . . . . . . ... ... L., 99
8.1.2  Aplicacion de sustituciones a términos . . . . .. ... ... ... 99
8.1.3 Aplicacién de sustituciones a formulas . . . . . ... ... L. 100
8.14 Sustitucioneslibres . . .. ... ... ... ... . oL, 101
8.2 Reglas de deduccién natural de cuantificadores . . . ... ... ... .. 101
8.2.1 Reglas del cuantificador universal . ... ... ... ....... 101
8.2.2 Reglas del cuantificador existencial . . . . . ... ... ... ... 102
8.2.3  Demostracién de equivalencias por deduccién natural . . . . . . 103
83 Reglasdelaigualdad . ............ ... ... . ... . ..., 108
8.3.1 Regladeeliminaciéondelaigualdad . ... .. ... .. .. ... 108
8.3.2 Regla deintroduccién de laigualdad . . . . .. ... ... .... 108

8.1. Sustituciones

8.1.1. Definicion de sustitucion

» Def.: Una sustitucion o (de L) es una aplicacion o : Var — Térm(L).

» Notacion: [xq/ty,x2/t2, ..., %,/ t,] representa la sustitucion ¢ definida por

o(x) =

ti,

X,

sixes x;;

six & {x1,...,xXn}

111
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» Ejemplo: [x/s(0),y/x + y| es la sustitucién o de Var en los términos de la aritmé-
tica definida por

oc(x) =s(0),0(y) =x+yyo(z) =zparaz € Var\ {x,y}

= Notacion: 0,07, 0, . . . representaran sustituciones.

8.1.2. Aplicacién de sustituciones a términos

» Def.: t[x1/t1,..., x4/ 1ty es el término obtenido sustituyendo en ¢ las apariciones

de x; por ¢;.
» Def.: La extension de o a términos es la aplicaciéon o : Térm (L) — Térm(L) defini-
da por
c, si t es una constante c;
to = 4 o(x), si t es una variable x;

f(ho,... tyo), sites f(ty,... tn)
» Ejemplo: Sio = [x/f(y,a),y/z], entonces

e a0 = a,donde a es una constante.

wo = w, donde w es una variable distinta de x e y.

h(a,x,w)o = h(ac,xo,wo) = h(a, f(y,a),w)
fx,y)o = flxo,yo) = f(f(y,a),2)
ha, f(x,y),w)o = h(ao, f(x,y)o,wo) = h(a, f(f(y,a),2),w)

8.1.3. Aplicacién de sustituciones a férmulas

» Def.: F[x1/t1,...,%,/ts] es la férmula obtenida sustituyendo en F las apariciones
libres de x; por t;.

» Def.: La extension de ¢ a férmulas es la aplicacién o : Form (L) — Form(L) defi-

nida por
(P(t0,...,t,0), siF eslaférmulaatémica P(ty,...,t,);
tio = tyo, si F esla formula ty = ty;
Fo = ¢ —(Go), si F es =G;
Go x Ho, si Fes G * H;

L (Qx)(Goy), siFes (Qx)GyQ € {V,3}

donde o es la sustituciéon definida por

a()— X, siyesx;
o o(y), siyesdistintade x
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» Ejemplos: Sio = [x/f(y),y/b], entonces

o (Vx (Q(x) = R(x,y)))o = Vx ((Q(x) = R(x,y))ox)
= Vx (Q(x)ox — R(x,y)0y)
—vx (Q(x) - R(x,b))

(x)o — (Vx R(x,y))o

(f(y)) = Vx (R(x, y)ox)
f(y)) = Vx R(x,b)

((Q(x) = Yy R(x,y))ox)
Q(x)ox = (Yy R(x,y))0x)

(
(Q(x) = ¥y (R(x,y)oxy))
(Q(x) = Yy R(x,y))

e (Q(x) > VxR(x,y))o

[
T 00D

o (Vx (Q(x) = Vy R(x,y)

~—

)

8.1.4. Sustituciones libres

» Def.: Una sustitucion se denomina libre para una férmula cuando todas las apari-
ciones de variables introducidas por la sustitucion en esa férmula resultan libres.

= Ejemplos:

e [y/x] no es libre para 3x (x < y)
dx (x <y)ly/x] = Ix (x < x)

o [y/g(y)] es libre para Vx (P(x) — Q(x, f(y)))
Vx (P(x) = Q(x, f(y)y/8(v)]
= Vx (P(x) — Q(x, f(g(y))))

)
e [y/g(x)] no es libre para Vx (P(x) — Q(x, f(v)))
Vx (P(x) = Q(x, f(y)))[y/8(x)]
= Vx (P(x) = Q(x, f(g(x))))

» Convenio: Al escribir Fo supondremos que ¢ es libre para F.

8.2. Reglas de deduccién natural de cuantificadores

8.2.1. Reglas del cuantificador universal
Regla de eliminacién del cuantificador universal

» Regla de eliminacion del cuantificador universal:
Vx F

Ve
Fx/t]
donde [x/t] es libre para F.




114 Tema 8. Deduccion natural en légica de primer orden

= Nota: Analogia con Aej y Ae;.

» Ejemplo: P(c), Vx [P(x) — —Q(x)] F =Q(c)

1  P(c) premisa
2  Vx(P(x) = —Q(x)) premisa
3 P(c) = Qlc) Ve 2

4 Qlc —e 3,1

» Nota: Vx Jy (x <y) ¥ 3y (y <y).

Regla de introduccién del cuantificador universal
X0

F[x./xo]

Vi
Vx F ' '
donde xj es una variable nueva, que no aparece fuera de la caja.

» Nota: Analogia con Ai.

» Vx [P(x) — =Q(x)],Vx P(x) - Vx =Q(x)

1 Vx(P(x) — —-Q(x)) premisa
2 VxP(x) premisa
3 actual xg supuesto
4 P(x9) = —=Q(xp) Vel,3
5 P(xo) Ve2,3
6 Q(xo) —e4,5
7 Vx-Q(x) Vi3 —6

8.2.2. Reglas del cuantificador existencial

Regla de introduccién del cuantificador existencial
» Regla de introduccién del cuantificador existencial:
Fx/t]

dx F
donde [x /] es libre para F.

Ji
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» Nota: Analogia con Vi; y Vip.
» Ejemplo 3: Vx P(x) - 3x P(x)
1 VxP(x) premisa
2 P(xo) Vel
3 3xP(x) 3Ji2

Regla de eliminacién del cuantificador existencial
xo F[x/xo]

dx F G

Jde
donde xj es una variable nueva, que no aparece fuera de la caja.
= Nota: Analogia con Ve.

» Ejemplo: Vx [P(x) — Q(x)],3x P(x) F 3x Q(x)
1 Vx(P(x) —» Q(x)) premisa

2 dx P(x) premisa

3 actual xq, P(xp) supuesto

4 P(x9) — Q(xo) Vel,3

5 Q(xo) —ed,3

6 dx Q(x) di5

7 Jx Q(x) Je2,3-6

8.2.3. Demostracion de equivalencias por deduccién natural

Equivalencias

» Sean Fy G férmulas.

[1(a)] =Vx F = dx —F
[1(b)] -dx F = Vx —F

» Sean F y G férmulas y x una varible no libre en G.
[2@)]Vx FAG =Vx (FAG)
[2(b)]Vx FV G =Vx (FVG)
[2(c)] Ix FAG =dx (FAG)
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[2(d)]Ix FVG=3dx (FVG)
» Sean Fy G férmulas.

[3(@)] Vx FAVx G =Vx (FAG)
[3(b)] Ix FV3x G =3dx (FVG)

» Sean F y G férmulas.

[4(a)] VxVy F=Vy Vx F
[4(b)] 3x dy F=dy dx F

Equivalencia 1(a) —
—Vx P(x) F Jx =P(x)

1 —VxP(x) premisa

2 —dx —P(x) supuesto

3  actual xg supuesto

4 =P(xp) supuesto

5 dx-P(x) Ji4,3

6 L —-e2,5

7 P(xo) RAA4— 6
8 VxP(x) Vi3 -7

9 1L —-el,8

10 dx —-P(x) RAA2-9

Equivalencia 1(a) <+
dx =P (x) F —=Vx P(x)
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1 dx —P(x) premisa

2 —=Vx P(x) supuesto

3 actual xo, 7P(xg) supuesto

4  VxP(x) ——e 2

5 P(xp) Ve 4

6 L —e3,5

7 L Jel,3-6

8 —Vx P(x) RAA2 — 7
Equivalencia 1(a) <+

—Vx P(x) = 3x -P(x)

1 —=Vx P(x) supuesto

2 dx —P(x) Lemal(a) —

3 —VxP(x)—»3dx-P(x) —il-2

4 dx —P(x) supuesto

5 —Vx P(x) Lemal(a) «

6 dx-P(x) = -VxP(x) —i4-5

7 —Vx P(x) < dx -P(x) «i3,6

Equivalencia 3(a) —

Vx (P(x) AQ(x)) F Vx P(x) AVx Q(x)
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1 Vx(P(x)AQ(x)) premisa
2 actual xg supuesto
3 P(xp) AQ(xp) Vel,2

4 P(xp) Nep 3

5 VxP(x) Vi2 -4
6 actual xq supuesto
7 P(x1) AQ(x1) Vel,6
8 Q(x1) Nep 7

9 VxQ(x) Vie—8
10 Vx P(x) AVx Q(x) Ai5,9

Equivalencia 3(a) <
Vx P(x) AVx Q(x) - Vx (P(x) A Q(x))

1  VxP(x)AVx Q(x) premisa
2 actual xg supuesto
3 VxP(x) Nep 1

4 P(xo) Ve3,2

5 VxQ(x) Ney 1

6 Q(xo) Ve 5

7 P(x9) A Q(xp) Ni4,6

8 Vx(P(x)AQ(x)) Vi2—-7

Equivalencia 3(a) <+
Vx (P(x) AQ(x)) = Vx P(x) AVx Q(x)
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1 Vx (P(x) AQ(x)) supuesto
2 VxP(x) AVx Q(x) Lema3(a) —
3 Vx(P(x)AQ(x)) > VxP(x)AVxQ(x) —il—2
4  Vx P(x) AVx Q(x) supuesto
5 Vx (P(x)AQ(x)) Lema 3(a) «
6 VxP(x)AVxQ(x) —» Vx (P(x)AQ(x)) —id—5
7 Vx (P(x) AQ(x)) <> Vx P(x) AVx Q(x) «i3,6
Equivalencia 3(b) —
Ix P(x) V3x Q(x) F Ix (P(x) V Q(x))
1 dx P(x)V3IxQ(x) premisa
2 dx P(x) supuesto Jx Q(x) supuesto
3 actual xq, P(x) supuesto actual x1, Q(x1) supuesto
4 P(xg)V Q(xp) Vii 3 P(x1) VvV Q(x1) Vip 3/
5 dx(P(x)vQ(x)) 3i4,3 dx (P(x) vV Q(x)) i3, 4
6 dx(P(x)VQ(x)) Je2,3—-5| Ix(P(x)VQ(x)) Fe2, 3 -5
7 Jx (P(x) VQ(x)) Vie,2—6,2" —6

Equivalencia 3(b) +

Ix (P(x) VQ(x)) F 3x P(x) vV Ix Q(x)

1 Fx (P(x)VvQ(x)) premisa

2 actual xo, P(xp) V Q(xp) supuesto

3 P(xp) supuesto

4 dx P(x) Ji3,2

5 dxP(x)V3dxQ(x) Vip 4

6  Q(xp) supuesto

7 3Jx Q(x) Ji6,2

8 dx P(x)VIxQ(x) Vip 7

9 dx P(x)V3dx Q(x) Ve2,3—5,6—38
10 Jx P(x) Vv 3Ix Q(x) de1,2-9
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Equivalencia 3(b) <

Jx P(x) V 3x Q(x) = Fx (P(x) vV Q(x))

1 dx P(x)V3dx Q(x) supuesto

2 dx (P(x)VQ(x)) Lema 3(b) —
3 dxP(x)VIxQ(x) — Ix (P(x) VQ(x)) —il—-2

4 Fx (P(x)vVQ(x)) supuesto

5 dx P(x)V3Ix Q(x) Lema 3(b) «+
6 dx(P(x)vVQ(x)) »3IxP(x)VIxQ(x) —id—5

7 JxP(x)VIxQ(x) «+ Ix (P(x) VQ(x)) «i3,6

Equivalencia 4(b) —
Jx 3y P(x,y) b Jy 3x P(x,y)

1 3x 3y P(x,y) premisa

2 actual xo, Jy P(xp,y) supuesto

3 actual yo, P(x0,vy0) supuesto

4 3x P(x,vyp) 3i3,2,2,1

5 dy3dx P(x,y) Ji4,3,1

6 dy3x P(x,y) Je2,2,3—-5
7 dydxP(x,y) Jel,2-6

Equivalencia 4(b) <
dx Jy P(x,y) = Jy Ix P(x,y)
1  3x3dyP(xy) supuesto

Lema 4(b) —

— Jy dx P(x,y) —il-—2

supuesto

)
)
)
) Lema 4(b) —
)
)

— dx Jy P(x,y) —id—5

? (
3 (
4 (
5 dxdy P(
6 (
7 ( < JdyIx P(x,y) <i3,6
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8.3. Reglas de laigualdad

8.3.1. Regla de eliminacién de la igualdad

s Regla de eliminacion de la igualdad:
tl = tz F[x/tl]

P[x/tz]
donde [x/t1] y [x/t] son libres para F.

= Ejemplo:
1 (x+1)=(01+x) premisa

2 (x+1>1)—=(x+1>0) premisa

3 (I+4x>1)—>(1+x>0) =el,2
u Ejemplo: fl = fz, tz = t3 H tl = t3

1 t; =1t premisa

2 tp) =13 premisa

3 tl = t3 =€ 2,1

8.3.2. Regla de introduccién de la igualdad

s Regla de introduccion de la igualdad:
i

t=t

u Ejemplo: tl = tz H tz = fl
1 t; =t premisa
2 t1=t =i
3 tz = tl =€ 1,2

Bibliografia

1. C. Badesa, I. Jané y R. Jansana Elementos de l6gica formal. (Ariel, 2000) pp. 259-287.

2. R. Bornat Using ItL Jape with X (Department of Computer Science, QMW, 1998)

3. J. Dingel Propositional and predicate logic: a review. (2000) pp. 28-33.

4. J.L. Ferndndez, A. Manjarrés y FJ. Diez Ldgica computacional. (UNED, 2003) pp.

88-94.



122 Tema 8. Deduccidn natural en légica de primer orden

5. M. Huth y M. Ryan Logic in computer science: modelling and reasoning about systems.
(Cambridge University Press, 2000) pp. 109-127.



Tema 9

Tableros semanticos

Contenido

91 Foérmulasgammaydelta .. .......... ... ... . ......

9.2 Consecuencia mediante tableros seménticos . . . .. ... .. ....

9.1. Férmulas gamma y delta

s Un término es bédsico si no contiene variables.

» Las formulas gamma, junto con sus componentes, son

Vx F | F[x/t] (con tun término bésico)
—dx F | =F[x/t] (con t un término bésico)

» Las formulas delta, junto con sus componentes, son

dx F | F[x/a]  (cona unanueva constante)
—Vx F | =F[x/a] (con a una nueva constante)

9.2. Consecuencia mediante tableros semanticos

Ejemplo de consecuencia mediante tableros semdnticos
{Vx [P(x) = Q(x)], 3x P(x)} Frmp Ix Q(x)

123
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1 Vx [P(x) — Q(x)]

2 dx P(x)

3 —3x Q(x)

4 P(a) (2)

5 P(a) = Q(a) (1)

/ \
~P(a) (5) Q(a) (5)
—Q(a) (3)

Cerrada Cerrada
(6y4) B8y?7)

Ejemplo de consecuencia mediante tableros semdnticos

{vx [P(x) = Q(x)], Vx [Q(x) — R(x)]} Fra Vx [P(x) = R(x)]
1 v [P(x)  Q(x)]
2 Vx [Q(x) > R(x)]
3 =Vx [P(x) — R(x)]
4 ~(P(a) = R(0)) (3)
5 P(a)(4)
6
7
8

“R(a) (4)
Pla) = Qo) (1
Q(a) > R(a) 2)
9 -P(a) (7) 10 Q(a) (7)

Cerrada (9, 5)

11-Q(a) (8) 12R(a) (8)
Cerrada (11, 10) Cerrada (12, 6)

Ejemplo de no consecuencia mediante tablero

Vx [P(x) V Q(x)] = Vx P(x) V Vx Q(x)
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Vx [P(x) v Q(x)]

IO\ Ul =W
|
i)
—
AN
SN—
—
[68)
N e

9 P(a) (7) 10 Q(a) (7)
Cerrada (9,5)

1PL)(8) 12Q0) (8)
Abierta Cerrada (12, 6)

Contramodelo: U = {a, b}, I(P) = {b},I(Q) = {a}.
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* Un ejemplo de no consecuencia con més de un contramodelo.
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Tema 10

Formas normales de Skolem y clausulas

Contenido
10.1 Formasnormales . . . . . .. ... .. ... ... 115
10.1.1 Formarectificada . ... ... .. ... ... ... ... . ... . 115
10.1.2 Formanormalprenexa . ... .................... 115
10.1.3 Forma normal prenexa conjuntiva . . .. ... .......... 117
10.14 FormadeSkolem . ... ... ... .. ... . ... ..., . 118
10.2 Clausulasde primerorden . .. .. ... .. ... ............. 120
10.2.1 Sintaxis de la l6gica clausal de primerorden . . ... ... ... 120
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10.1. Formas normales

10.1.1. Forma rectificada

» Def.: F estd en forma rectificada si ninguna variable aparece libre y ligada y cada
cuantificador se refiere a una variable diferente.

» Ejemplos: Vx P(x) — Vy Q(z,y) estd en forma rectificada
Vx P(x) — Yy Q(x,y) no estd en forma rectificada
Vx P(x) — Vx Q(z,x) no estd en forma rectificada

» Prop.: Para toda férmula F existe una férmula equivalente G en forma rectificada.
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» Lema del renombramiento: Si y no aparece libre en F, entonces
Vx F =VYy Flx/y]

dx F = 3y F[x/y].

» Ejemplos de rectificacion:
Vx P(x) — Vx Q(z,x) =VxP(x) = VYu Q(z,u)
Vx P(x) = Yy Q(x,y) =Vz P(z) = Yy Q(x,y)

10.1.2. Forma normal prenexa

Férmula en forma normal prenexa

» Def.: La férmula F estd en forma normal prenexa (FNP) si es de la forma

(lel) <o (ann)G

donde Q; € {V, 3}, n > 0y G no tiene cuantificadores. (Q1x1) ... (Quxy,) se llama
el prefijo de F y G se llama la matriz de F.

= Ejemplos:

Férmula (ENP?

—3x [P(x) — Vx P(x)] no

Vx 3y [P(x) A =P (y)] si

Vx P(x) vV 3y Q(y) no

Va 3y [P(x) vV Q(y)] si

Jy Vx [P(x) V Q(y)] si
~(Vx [P(x) = Q(x)] = Vx [P(x) = R(x)]) no

Fz Vx ¥y [((=P(x) V Q(x)) A (=Q(y) V R(y))) A P(2)] | si

Algoritmo de cdlculo de forma normal prenexa
Aplicando a una férmula los siguientes pasos se obtiene otra férmula equivalente
y que esta en forma normal prenexa rectificada:

1. Rectificar la férmula usando las equivalencias
Vx F =Yy Flx/y] (1)
dx F = 3y F[x/y] (2)
donde y es una variable que no ocurre libre en F.

2. Eliminar los bicondicionales usando la equivalencia
F&+G=(F—>G)AN(G—F) 3)
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3. Eliminar los condicionales usando la equivalencia
F—-G=-FVG 4)
4. Interiorizar las negaciones usando las equivalencias
—~(FAG)=-FV -G ®)
_l(F\/G) =-FA-G (6)
—-—F=F (7)
—-Vx F = 3x —F (8)
—dx F =Vx ~F 9)
5. Exteriorizar los cuantificadores usando las equivalencias
Vx FAG=Vx (FAG) con x no libre en G. (11)
Vx FVG=Vx (FVG) con x no libre en G. (12)
dx FAG=3x (FAG) con x no libre en G. (13)
dx FVG=3dx (FVG) con x no libre en G. (14)
GAVxF=Vx (GAF) con x no libre en G. (15)
GVVx F=Vx (GVF) con x no libre en G. (16)
GAJx F=3x (GAF) con x no libre en G. (17)
GV3IxF=3x (GVF) con x no libre en G. (18)

Ejemplos de cdlculo de forma normal prenexa

= Ejemplo 1: —dx

= Ejemplo 2: Vx P(x) Vv 3y Qy)
V

el
<

)
i
\a¥

» Ejemplo 3: Vx P(x) V3

1l
LLJ

<
<

=

i)

[P )
ﬂHX{P(x — Vy P(y)]  [por (1)]

[por (4)]

]
Vx [-(=P(x) VVy P(y))] [por (9)]
p

(y)] [por (6)]
)] [por (7 y 8)]
)] [por (17)]

» Ejemplo de cédlculo de una forma normal prenexa de
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~(Vx [P(x) = Q(x)] AVx [Q(x) — R(x)] = Vi [P(x) = R(x)])
= (Vx [P(x) = Q(x)] AVy [Q(y) = R(y)] = Vz [P(z) — R(2)]) [por (1)]
= ~(=(Vx [2P(x) V Q(x)] AVy [-Q(y) VR(y)]) V Vz [P(z) V R(z)]) [por (4)]
= —(Vx [2P(x) VQ)] A VY [=Q(y) V R(y)]) A =Vz [-P(z) V R(z)]  [por (6)]
= (Vx [=P(x) VQ(x)] AVy [-Q(y) VR(y)]) ATz [~(=P(z) VR(z))]  [por (7,8)]
= (Vx [=P(x) vV Q(x)] AVy [-Q(y) V R(y)]) ATz [-=P(z) A=R(z)]  [por (6)]
= (Vx [2P(x) VQ(x)] A VY [=Q(y) V R(y)]) A Fz [P(z) A =R(z)] [por (7)]
= 3z [(Vx [-P(x) vV Q(x)| AVy [-Q(y) V R(y)]) A (P(z) A=R(2))]  [por (17)]
= Jz [Vx [(=P(x) vV Q(x)) AVy [-Q(y) VR(y)]] A (P(z) A=R(2))]  [por (11)]
= JzVx [(=P(x) vV Q(x)) AVy [-Q(y) V R(y)]) A (P(z) A=R(z))]  [por (11)]
= JzVx [Vy [(=P(x) VQ(x)) A (=Q(y) V R(y))] A (P(z) A=R(z))]  [por (15)]
= Tz Va Yy [((=P(x) VQ(x)) A (=Q(y) V R(y))) A (P(z) A=R(2))]  [por (11)]

10.1.3. Forma normal prenexa conjuntiva

Férmula en forma normal prenexa conjuntiva

» Def.: La formula F esta en forma normal prenexa conjuntiva (FNPC) si es de la
forma (Q1x1) ...(Qux,)G, donde Q; € {V,3}, n > 0, G no tiene cuantificadores y
G estd en forma normal conjuntiva.

» Algoritmo de calculo de forma normal prenexa conjuntiva:

e Algoritmo: Aplicando a una férmula los siguientes pasos se obtiene otra f6r-
mula equivalente y que estd en forma normal prenexa conjuntiva rectificada:

1. Calcular una forma normal prenexa rectificada usando las equivalencias
(1)-(18)
2. Interiorizar las disyunciones usando las equivalencias
AV(BANC)=(AVB)AN(AVC) (19)
(ANB)VC=(AVC)A(BVC) (20)

e Ejemplo de calculo de una FNPC de Vx 3y [P(x) V (Q(y) A =R(y))]:

vx 3y [P(x) V (Q(y) A —R(y))]
= v 3y [(P(x) VQ(y)) A (P(x) V~R())] [por (19)]

10.1.4. Forma de Skolem

Férmula en forma de Skolem

s Forma de Skolem:

e Def.: La férmula F esta en forma de Skolem (FS) si es de la forma
Vx1 ...Vx; G,donde n > 0y G no tiene cuantificadores.
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e Ejemplos: Vx Jy P(x,y) no estd en forma de Skolem
Vx P(x, f(x)) siestd en forma de Skolem
dx Q(x) no estd en forma de Skolem
Q(a) si estd en forma de Skolem

» Equisatisfacibilidad:

e Def.: Las férmulas F y G son equisatisfacibles si:
F es satisfacible syss G es satisfacible.
Se representa por F ~ G

e Ejemplos: Jx Q(x) ~ Q(a)
3x Q(x) Z Q(a)
Vx Jy P(x,y) =~ Vx P(x, f(x))
Vx Jy P(x,y) # Vx P(x, f(x))

Algoritmo de calculo de forma de Skolem

» Propiedades:

e Sia es una constante que no ocurre en F, entonces 3x F ~ F[x/a].
e Si ¢ es un simbolo de funcién n—aria que no ocurre en F, entonces
Vxp ...Vx, 3x F xR Vxy ... Vx, Flx/g(x1,...,%0)].

= Algoritmo de cdlculo de forma de Skolem:

e Sea F una férmula en forma normal prenexa rectificada, la forma de Skolem
de F es
(Sko(G[x/a]), siFes3dx Gy

a es una nueva constante;
Sko(F) = ¢ Sko(Vxy ...Vx, G[x/f(x1,...,x4)]), siFesVx; ...Vx, Ix Gy

f es un nuevo simbolo de funcién;

F, si F estd en forma de Skolem

e Propiedad: Si F es una férmula en forma normal prenexa rectificada, entonces
Sko(F) esta en forma de Skolem y Sko(F) ~ F.

Ejemplos de cdlculo de forma de Skolem
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Ejemplo 1:
Sko(3x Vy Vz Ju Yo 3w P(x,y,z,u,v,w))

= Sko(Yy Vz Ju Yo Jw P(a,y,z,u,v,w))

= Sko(Vy Vz Vv Jw P(a,y,z, f(y,z),v,w))

= Sko(Yy Vz Vv P(a,y,z, f(y,2),v,8(y,2,0)))
=Yy Vz Yo P(a,y,z f(y,2),v,8(y,z7))

Ejemplo 2:
Sko(Vx Jy Vz Jw [-P(a,w) V Q(f(x),y)]

= Sko(Vx Vz Jw [—P(a,w) V Q(f(x), h(
= Sko(Vx Vz [=P(a,¢(x,2)) V Q(f(x),h
= Vx Vz [-P(a,8(x,2)) V Q(f(x), h(x))]

)
)
()D)

X

Ejemplo de cédlculo de una forma de Skolem de

—3x [P(x) — Vx P(x)]

Vx Jy [P(x) A=P(y)] [por pagina 117]

Vx [P(x) A=P(f(x))]

Ejemplo de cédlculo de una forma de Skolem de

Vx P(x) V 3y Q(y)

Vx Jy [P(x) V Q(y)] [por pagina 117]

Vx [P(x) v Q(f (x))]

Ejemplo de célculo de otra forma de Skolem de

Vx P(x) v Iy Qly)

Jy Vx [P(x) V Q(y)] [por pagina 117]

Vx [P(x) vV Q(a)]

Ejemplo de célculo de una forma de Skolem de

~(Yx [P(x) = Q(x)] AVx [Q(x) = R(x)] = ¥x [P(x) = R(x)])
3z Va ¥y [((=P(x) V Q(x)) A (=Q(y) V R(y))) A (P(z) A=R(2))] [p. 117]
Vx vy [(=P(x) V Q(x)) A (=Q(y) V R(y))) A (P(a) A =R(a))]

Q

Q

|l

el

10.2. Clausulas de primer orden

10.2.1. Sintaxis de la 16gica clausal de primer orden

s Un 4tomo es una férmula atomica.
Variables sobre atomos: A,B,C, ..., A1, Ay, ....
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Un literal es un 4tomo (A) o la negacién de un atomo (—A).
Variables sobre literales: L, L1, L», . ...

Una cldusula es un conjunto finito de literales.
Variables sobre clausulas: C,Cq,Cs, .. ..

La cldusula vacia es el conjunto vacio de literales.
La cldusula vacia se representa por L.

Conjuntos finitos de cldusulas.
Variables sobre conjuntos finitos de clausulas: S, 51, Sy, . . ..

10.2.2. Semantica de la 16gica clausal de primer orden

» Férmulas correspondientes:

e Def.: La férmula correspondiente a la clausula {L;,...,L,} es
vxl ...\V/xp [Ll\/"'\/Ln],
donde x1, ..., x, son las variables libresde L1 V - - - V Ly.

e Def.: La férmula correspondiente a la cldusula Ll es L.

e Def.: La férmula correspondiente al conjunto de cldusulas

{{Li,..., Ly}, Ly, ..., L Y,
cuyas variables libres son x1, ..., xp, s

Yy o Vxp [(LYV - VLL) Ao A (LT Y - v L),

e Def.: La férmula correspondiente al conjunto de clausulas @ es T.

= Semadntica:

e Def.: En cualquier interpretacion Z = (U, 1), I(T) =1eI(L) =0.

e Def.: Los conceptos semdnticos relativos a las cldusulas y a los conjuntos de

cldusulas son los de sus correspondientes férmulas.

10.2.3. Forma clausal de una formula

» Def.: Una forma clausal de una férmula F es un conjunto de cldusulas S tal que

F ~ S.

» Algoritmo: Aplicando a la férmula F los siguientes pasos se obtiene S que es una

forma clausal de F:

1. Sea F; = dy; ...3y, F,donde vy, ..., y, son las variables libres de F.
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2. Sea F, una forma normal prenexa conjuntiva rectificada de F; calculada me-
diante el algoritmo de la pagina 117.

3. Sea F3 = Sko(F,), que tiene la forma
Vg o Vxp [(LEV - VLL ) A A(LP V- v L),

4. Sea S ={{Ly,..., Ly },... . {L, ..., Lyl }}.
» Prop:FrF=FKh~FK=S.

Ejemplos de cdlculo de forma clausal de una férmula

» Ejemplo de cédlculo de una forma clausal de
—dx [P(x) — Vx P(x)]

Vx [P(x) A=P(f(x))] [pag.119]
{P) L A-P(f(x))}}

» Ejemplo de célculo de una forma clausal de
v P(x) V 3y Q(y)

vx [P(x) VQ(f(x))] [pdg. 119]
{{P(x), Q(f(x))}}

» Ejemplo de célculo de otra forma clausal de
Vx P(x) v Iy Qly)

Vx [P(x)V Qa)]  [pag. 119]
{{P(x),Q(a)}}

» Ejemplo de célculo de una forma clausal de

~(Vx [P(x) = Q(x)] AVx [Q(x) = R(x)] = Vx [P(x) = R(x)])

v Yy [((=P(x) v Q(x)) A (=Q(y) V R(y))) A (P(a) A=R(a))]  [p 119]
{{=P(x), Q) } {=Q(y), R(y)}, {P(a) }, {=R(a)}}

I &

&

&

&
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1T a1 1Y 1 1 1 1 A 1 A {1

[(2)]
[(4)]
[(4)]
[(6)]
[(7)]
[(9)]
[(A7)]
[(13)]
[(11)]
[(11)]
[(15)]
[(15)]

10.2.4. Forma clausal de un conjunto de férmulas

» Equisatisfacibilidad de conjuntos de férmulas:

e Def.: Los conjuntos de férmulas S; y S, son equisatisfacibles si:

S1 es satisfacible syss S; es satisfacible.
Se representa por S; ~ S».

» Forma clausal de un conjunto de férmulas:

e Def.: Una forma clausal de un conjunto de férmulas S es un conjunto de cldu-

sulas equisatisfacible con S.

e Prop.: Si Sy,...,S, son formas clausales de Fj, ..., F,;, entonces S; U ---U S,

es una forma clausal de {F;, ..., F,}.

e Ejemplo: Una forma clausal de
{Vx [P(x) = Q(x)],3x P(x),~3x Q(x)}
es

{{=P(x),Q(x)}, {P(a)}, {~Q(2)}}-

10.2.5. Reducion de consecuencia e inconsistencia de clausulas

s Prop: Sean Sj,...,S, formas clausales de las férmulas Fj,...,F, y S una forma

clausal de =G. Son equivalentes:

1. {R,...,F.} EG.

2. {F,...,F,;,—~G} es inconsistente.
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3. S4U---US, US es inconsistente.
» Ejemplos:
e Ejemplo 1:
{Vx [P(x) = Q(x)], 3x P(x)} = 3x Q(x)
syss {{—P(x),Q(x)},{P(a)}, {—Q(z)}} es inconsistente.
e Ejemplo 2:
{Vx [P(x) = Q(x)],¥x [Q(x) = R(x)]} = Vx [P(x) = R(x)]
syss {{-P(x), Q(x)}, {~Q(), R(y)}, {P(a)}, {~R(a)}} es inconsistente.
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11.1. Modelos de Herbrand

11.1.1. Reduccién de la LPO basica a proposicional

» Observacion:

e En este tema sélo se consideran lenguajes de primer orden sin igualdad.

» Reduccién de la LPO bésica a proposicional

e Def.: Una formula bésica es una férmula sin variables ni cuantificadores.

137
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e Prop.: Sea S un conjunto de férmulas bésicas. Son equivalentes:

1. S es consistente en el sentido de la 16gica de primer orden.
2. S es consistente en el sentido de la l6gica proposicional.

Ejemplos de reduccién de la LPO basica a proposicional

» {P(a) vV P(b),~P(b)V P(c),P(a) = P(c)}
es consistente en el sentido de la 16gica de primer orden.

» {P(a) VP(b),~P(b)V P(c),P(a) = P(c),~P(c)}
es inconsistente en el sentido de la l16gica de primer orden.

p! P(a) Vv P(b) | =P(b) V P(c) | P(a) — P(c) | =P(c)
| @ 0 1 1 1
| {c!} 0 1 1 0
I | {b'} 1 0 1 1
T, | {bl, !} 1 1 1 0
Ts | {a'} 1 1 0 1
Ts | {a',c!} 1 1 1 0
T | {al,b'} 1 0 0 1
Ts | {al,b!,c!} 1 1 1 0

» {P(a) Vv P(b),-P(b)V P(c),P(a) — P(c)}
es consistente en el sentido proposicional (con modelos Zy, Z¢, Z3).
» {P(a) VvV P(b),-P(b)V P(c),P(a) — P(c),—P(c)}

es inconsistente en el sentido proposicional.
Se consideran los cambios P(a)/p, P(b)/q,P(c)/r

plqglr|ipVvqg|qVr|p—r|r
Z;10[0|0| O 1 1 1
I, [0]0 |1 0 1 1 0
I3 10(1]0 1 0 1 1
;10111 1 1 1 0
IZs11(0]0 1 1 0 1
Te |1 101 1 1 1 0
Z711(1]0 1 0 0 1
Ig |1 |11 1 1 1 0

11.1.2. Universo de Herbrand

Notacion
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» [ representa un lenguaje de primer orden sin igualdad.

C es el conjunto de constantes de L.

J es el conjunto de simbolos de funcién de L.

R es el conjunto de simbolos de relacién de L.

F es el conjunto de simbolos de funcién n-aria de L.

R es el conjunto de simbolos de relacién n—aria de L.

f/n indica que f es un simbolo de funcién n-aria de L.

P/n indica que f es un simbolo de relacién n—aria de L.

Universo de Herbrand

» Def.: El universo de Herbrand de L es el conjunto de los términos bésicos de L. Se
representa por UH(L).

» Prop.: UH(L) = U;> Hi(L), donde H;(L) es el nivel i del UH(L) definido por
Ho(L) :{ C, siC#Q;

{a}, en caso contrario. (2 es una nueva constante).
Hi+1(L) = HI(L) U {f(tl,. . .,tn) : f e Fu yity,... th € HZ(L)}

= Prop.: UH(L) es finito syss L no tiene simbolos de funcién.

Ejemplos de universo de Herbrand

» SiC = {a,b,c} y F =@, entonces
Ho(L) ={a,b,c}
Hi(L) ={ab,c}

:UH(L) ={a,b,c}

» SiC =QyF ={f/1}, entonces
Ho(L) = {a}
Hy(L) ={a, f(a)}
Hy(L) = {a, f(a), f(f(a))}

UH(L) = {a,f(a), f(f(@)),...} = {f(a) :i € N}
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» SiC ={a,b}y F=1{f/1,4/1}, entonces
Hy(L) ={a,b}
Hi(L) ={a,b, f(a),f(b),8(a),g(b)}
Hy(L) = {a,b,f(a), f(b),&(a),&g(b), f(f(a)), f(f(b)), f(
8 8

Ho(L) = {a,b}

11.1.3. Base de Herbrand

= Def.: La base de Herbrand de L es el conjunto de los 4tomos bdsicos de L. Se
representa por BH(L).

Prop.: BH(L) = {P(t1,...,tn) :PE Ry yti, ..., tn € UH(L)}.

Prop.: BH(L) es finita syss L no tiene simbolos de funcion.
= Ejemplos:
e SiC={ab,c}, F=0yR = {P/1}, entonces
UH(L) = {a,b,c}
BH(L) = {P(a), P(b),P(c)}
o SiC={a}, F={f/1}yR ={P/1,Q/1,R/1}, entonces
UH(L) ={a, f(a),f(f(a)),...} = {f'(a) :i € N}
BH(L) = {P(a),Q(a),R(a),P(f(a)),Q(f(a)),R(f(a)),.. .}

11.1.4. Interpretaciones de Herbrand
» Def.: Una interpretacion de Herbrand es una interpretacion Z = (U, I) tal que
e U es el universo de Herbrand de L;

e I(c) = ¢, para cada constante ¢ de L;

e I(f) = f, para cada simbolo de funcién f de L.

» Prop.: Sea 7 una interpretaciéon de Herbrand de L. Si ¢ es un término bésico de L,
entonces Z(t) = t.
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Prop.: Una interpretaciéon de Herbrand queda determinada por un subconjunto de
la base de Herbrand, el conjunto de 4&tomos bésicos verdaderos en esa interpreta-
cion.

11.1.5. Modelos de Herbrand

Nota: Las definiciones de universo de Herbrand, base de Herbrand e interpreta-
ciéon de Herbrand definidas para un lenguaje se extienden a férmulas y conjuntos
de férmulas considerando el lenguaje formado por los simbolos no légicos que
aparecen.

Def.: Un modelo de Herbrand de una férmula F es una interpretacién de Herbrand
de F que es modelo de F.

Def.: Un modelo de Herbrand de un conjunto de férmulas S es una interpretacion
de Herbrand de S que es modelo de S.

Ejemplo: Los modelos de Herbrand de {P(a) V P(b), ~P(b) V P(c),P(a) — P(c)}
son {P(b),P(c)},{P(a),P(c)} y {P(a), P(b),P(c)} (ver pagina 125).

Ejemplo: Sea S = {Vx Vy [Q(b,x) — P(a)V R(y)],P(b) — =3z Ju Q(z,u)}.
Entonces, UH(S) = {a,b}

BH(S) = {P(a), P(b), Q(a, ), Q(a,b), Q(b.a), Q(b,b), R(a), R(b)}
Un modelo de Herbrand de S es {P(a)}.

11.2. Teorema de Herbrand y decision de la consistencia

11.2.1. Interpretaciéon de Herbrand de una interpretacién

Ejemplo 1:
Sea S = {{—Q(b,x),P(a),R(y)},{—P(b),~Q(z,u)}} e Z = ({1,2},I) conal =1,

' =2,Pl ={1},0' = {(1,1),(2,2)}, Rl = {2}. Entonces, T |= S.
Calculo de la interpretacion de Herbrand Z* correspondiente a Z:
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r* = (UH(S), I*)
UH(S) = {a,b}
BH(S) = {P(a),P(b), Q(a,a), Q(IZ, b), Q(ba)/ Q(b/ b),R(C{),R(b)}
I*(P(a)) = Plal)=Pl(1)=V
I*(P(b)) =Pl(b')=PI(2)=F
I*(Q(a,a)) =Q'(a',a") =Q'(1,1) =V
I*(Q(a,b)) =Q'(a',0") =Q'(1,2) =F
I*(Q(b/a)) = Ql(bllal) = QI(le) =F
I*(Q(b,b)) =Q'(v',b") =Q'(2,2) =V
I*(R(a))) = R'(a') =R!(1) =F
I*(R(b))  =R'(d") =R'(2) =V
I* ={P(a),Q(a,a),Q(b,b),R(b)} yI* = S

Ejemplo 2:

Sea S el conjunto de cldusulas {{P(a)},{Q(y, f(a))}} e T = ({1,2},1) cona! =1,

f1=1(1,2),(2,1)}, P ={1},0Q" = {(1,2),(2,2)}. Entonces, T |= S.
Célculo de la interpretacion de Herbrand Z* correspondiente a Z:

T* = (UH(S), I'*) .
UH(S) ={a,f(a), f(f(a)),...} ={f'(a) :1 € N}
BH(S) = {P(f”( )) n € NYU{Q(f"(a), f"(a)) : n,m € N}
I*(P(a)) ZP( =P(1)=V
I*(P(f(a))) = P'(f'(a )) Pl(f’( )) = P!(2) =F
I*(P(f(f(a)))) = PI(fI(fla"))) = PI(1) =V
I"(P(f"(a))) - { V, Zlnnczzopsgntrarlo
QU™ -{F ,’ o e comtario.
I* = {P(f*"(a )) ne IN}U Q(f"(a), 7" (a)) : n,m € N} I* | S.

11

2.2. Consistencia mediante modelos de Herbrand

» Prop.: Sea S un conjunto de férmulas bésicas. Son equivalentes:

1. S es consistente.

2. S tiene un modelo de Herbrand.

» Prop.: Sea S un conjunto de cldusulas. Si Z* es una interpretaciéon de Herbrand
correspondiente a un modelo Z de S, entonces Z* es un modelo de S.

= Prop.: Sea S un conjunto de cldusulas. Son equivalentes:

1. S es consistente.

2. S tiene un modelo de Herbrand.
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= Prop.: Sea S un conjunto de cldusulas. Son equivalentes:

1. S es inconsistente.

2. Sno tiene ningtin modelo de Herbrand.

» Prop.: Existen conjuntos de férmulas consistentes sin modelos de Herbrand.

Ejemplo de conjunto consistente sin modelos de Herbrand

» Sea S = {Ix P(x),—P(a)}. Entonces,

e S es consistente.
TkESconZ = ({1,2},1),a' =1y Pl = {2}.

e S no tiene modelos de Herbrand
UH(S) = {a}
BH(S) = {P(a)}
Las interpretaciones de Herbrand de S son @y {P(a)}.
@S
{P(a)} =S

e Una forma clausal de Ses S’ = {P(b), ~P(a)}.

e Un modelo de Herbrand de S’ es Z = (U, I) con U = {a,b} y P! = {b}.

11.2.3. Extensiones de Herbrand
Instancias béasicas de una clausula
» Def.: Una sustitucion o (de L) es una aplicaciéon o : Var — Térm(L).

Def.: Sea C = {Ly,...,L,} una cldusula de L y ¢ una sustitucién de L. Entonces,
Co = {Ly0,...,L,0} es una instancia de C.

Ejemplo: Sea C = {P(x,a), =P(x, f(y))}.
Clx/a,y/ f(a)] = {P(f(a),a), =P(f(a), f(f(a)))}

Def.: Co es una instancia bésica de C si todos los literales de Co son basicos.

Ejemplo: Sea C = {P(x,a), —P(x, f(y))}.
{P(f(a),a),=P(f(a),f(f(a)))} esuna instancia basica de C.

{P(f(a),a),=P(f(f(a)),f(a))} no esuna instancia basica de C.
{P(x,a),—~P(f(f(a)), f(a))} no es una instancia basica de C.
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Extensiones de Herbrand

» Def.: La extension de Herbrand de un conjunto de cldusulas S es el conjunto de
férmulas
EH(S) ={Co: Ce Sy,
para toda variable x en C,o(x) € UH(S)}

» Prop.: EH(L) = U;>o EH;(L), donde EH;(L) es el nivel i de la EH(L)
EH;(S) ={Co: Ce Sy,
para toda variable x en C,o(x) € UH;(S)}

» Ejemplos:
e Sea S = {{P(x)},{-P(f(x))}}. Entonces,
EHo(S) = {{P(a)},{~P(f(a))}}
EH1(S) = EHo(S) U{{P(f(a))}, {-P(f(f(a)))}}
EHy(S) = EH(S) U{{P(f(f(a))}, {-P(f(f(f(a))))}}
. SeaS = {{-P(x),Q(x)},{P(a)}, {—Q(z)}}. Entonces,
EH(S) = {{=P(a),Q(a)},{P(a)},{—Q(a)}}.

{
)3 AP
. SeaS = {{=P(x),Q(x)},{=Q(y), R(y)},{P(a)},{~R(a)}}. Entonces,
EH(S) = {{=P(a), Q(a)},{~Q(a), R(a)},{P(a)}, {~R(a)}}.

11.2.4. Teorema de Herbrand

» Teorema de Herbrand: Sea S un conjunto de cldusulas. Son equivalentes:

1. S es consistente.

2. EH(S) es consistente (en el sentido proposicional).
s Prop.: Sea S un conjunto de clausulas. Entonces, son equivalentes

1. S es inconsistente.
2. EH(S) tiene un subconjunto finito inconsistente (en el sentido proposicional).

3. Para algtn 7, EH;(S) es inconsistente (en el sentido proposicional).

11.2.5. Semidecision mediante el teorema de Herbrand

Entrada: Un conjunto finito de cldusulas, S.
Salida: Inconsistente, si S es inconsistente.
i:=0
bucle
si EH;(S) es inconsistente (en el sentido proposicional) entonces
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Devolver Inconsistente y terminar
en caso contrario
=141
fsi
fbucle

Ejemplos de decisién mediante el teorema de Herbrand

» S={{-P(x),Q(x)},{P(a)},{—Q(z)}} (p. 131) es inconsistente.
EHo(S) = {{—P(a),Q(a)},{P(a)},{—Q(a)}} es inconsistente.
1 {=P(a),Q(a)}

2 {P(a)}

3 {-Q(a)}

4 {Q(a)} Res 1,2
5 0O Res 3,4

= 5= {{~P(x),Q(x)}, {—Q(y),R(y)},{P(a)},{~R(a)}} es inconsistente.
EHo(S) = {{=P(a), Q(a)}, {~Q(a),R(a)}, {P(a)},{~R(a)}}.

{=P(a),Q(a)}

2 {-Q(a),R(a)}

3 {P(a)}

4 {-R(a)}

5

6

7

—_

{Q(a)} Res1,3
{R(a)} Res 5,2
U Res 6,4

= §={{P(x)
—EHO():
= {P(a

) =

{=P(f(x))}} es inconsistente (p. 131).

{P(a)},{—P(f(a))}} es consistente
} = EHo(S)
- EH1( EHo(S) U{{P(f(a))},{—P(f(f(a)))}} es inconsistente.
1 {P(f(a))}

(a
2 {=P(f(a))}
3 0O Res 1,2

1
{
)

= 5={{=P(x),Q(f(x),x)}, {P(g(b))},{~Q(y,2) } } es inconsistente. Dem.:

§" = {{-P(g()),Q(f(g(b)), &)}, {P(g(b))}, {—Q(f(g(b)), g(b))}}
C EH(S)
es inconsistente.

{=P(g(b)), Q(f(8(b)), g(b))}

—_

2 {P(g(b))}

3 {—-Q(f(g(b)),g(b))}

4 {Q(f(g(b)), g(b))} Res 1,2
5 0 Res 3,3
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12.1. Introduccion

12.1.1. Ejemplos de consecuencia mediante resolucién

» Ejemplo 1:
{2 [P(x) = Q(x)], Fx P(x)} = 3x Q(x)

147
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se reduce a

{{-P(x),Q(x)},{P(a)},{—Q(z)}} es inconsistente.

Demostracion:
1 {=P(x),Q(x)} Hipétesis
2 {P(a)} Hipotesis
3 {—-Q(2)} Hipotesis
4 {Q(a)} Resolvente de 1y 2 con o = [x/4]
5 0 Resolvente de 3y 4 con 0 = [z/4]
= Ejemplo 2:
{Vx [P(x) = Q(x)], Vx [Q(x) = R(x)]} = Vx [P(x) = R(x)]
se reduce a

{{=P(x), Q(x)}, {=Q(¥), R(y)}, {P(a)}, {~R(a)} }

es inconsistente.

Demostracion:
1 {=P(x),Q(x)} Hipotesis

2 {=Q(y),R(y)} Hipotesis

3 {P(a)} Hipotesis

4 {=R(a)} Hipoétesis

5 {Q(a)} Resolvente de 1y 3 con o = [x/4]
6 {R(a)} Resolvente de 2y 5 con o = [y/4]
5 0 Resolvente de4y 6 cono =€

12.2. Unificacion

12.2.1. Unificadores
» Def.: La sustitucién o es un unificador de los términos t; y tp si tj0 = tp0.
» Def.: Los términos t; y t; son unificables si tienen algtn unificador.

» Def.: t es una instancia comun de t; y #; si existe una sustitucién o tal que t =
tio = tpo.
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Ejemplos: t tr Unificador Instancia comun
f(x,8(2)) | f(8(y) %) | [x/8(2),y/2] | f(8(2),8(2))
f(x,8(2)) | f(&y),x) | [x/8(y),2/y] | f(8(v),&(y))
f(x,8(2)) | f(8(y),x) | [x/g(a),y/a] | f(g(a) g(a))
fvy) [ flyx) | x/ay/a] | f(a,a)
fuy) | flyx) | ly/x f(x,x)

f(x,y) g(a,b) No tiene No tiene
f(x,x) f(a,b) No tiene No tiene
f(x) f(g(x)) | No tiene No tiene
» Nota: Las anteriores definiciones se extienden a conjuntos de términos y de litera-
les.

12.2.2. Composicién de sustituciones
s Composicion de sustituciones:
e Def.: La composicion de las sustituciones oy y 0 es la sustituciéon o0, defini-
da por x(0102) = (x07)02, para toda variable x.
[x/f(z,a),y/w]y o, = [x/b,z/g(w)], entonces
- x0102 = (x01)03 = f(z 0)02 = f(203,a02) = f(g(w), a)

- yoop = (yoy)o =w
— zo90p = (z01)0p = z0p = g(w)

e Ejemplo: Si oy =

- worop = (woq)oy = wop, = w
Por tanto, oy0p = [x/f(g(w),a),y/w,z/g(w)].
» Def.: La substitucion identidad es la sustitucién € tal que, para todo x, xe = x.

» Propiedades:

1. Asociativa: 0'1(0'20'3) = (010'2)03

2. Neutro: ce = €0 = 0.

12.2.3. Comparacién de sustituciones

» Def.: La sustitucién o7 es mas general que la 0, si existe una sustitucién o3 tal que
0y = 0103. Se representa por 0, < 07.

» Def.: Las sustituciones o7 y 03 son equivalentes si o; < 0p y 02 < 0. Se representa
por op = 0.
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» Ejemplos: Sean oy = [x/g(z),y/z],00 = [x/g(y),z/y] y 03 = [x/g(a),y/a]. Enton-

ces,
1. o0 = ;mly/z]
2. 0y = 0qz/Y]
3. 03 = 0yz/4]
4. 1 =,
5. 03 <0

= Ejemplo: [x/a,y/a] < [y/x], yaque [x/a,y/a] = [y/x][x/a,y/a].

12.2.4. Unificador de maxima generalidad

» Def.: La sustitucion ¢ es un unificador de maxima generalidad (UMG) de los tér-
minos 1 y £ si

— 0 es un unificador de t; y f».

— 0 es mas general que cualquier unificador de ¢; y t,.
» Ejemplos:

1. [x/g(z),y/z] esun UMG de f(x,4(z)) y f(g(y), x).
2. [x/g(y),z/y] esun UMG de f(x,8(z)) y f(8(y), x).
3. [x/g(a),y/a] noesun UMG de f(x,g(z))y f(g(y),x).

» Nota: Las anterior definicion se extienden a conjuntos de términos y de literales.

12.2.5. Algoritmo de unificacion
Unificacidn de listas de términos
» Notacion de lista:

° (a], e, an) representa una lista cuyos elementos son ay, ..., a,.
e (a|R) representa una lista cuyo primer elemento es a y resto es R.

e () representa la lista vacia.
» Unificadores de listas de términos:

e Def.: 0 es un unificadorde (sq...,54) y (t1...,ty) Sis10 = 110,...,5,0 = t,0.

e Def.: (s1...,84) y (f1...,t,) son unificables si tienen algtin unificador.
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e Def.: 0 es un unificador de méxima generalidad (UMG) de (sy...,5,) y (t1...,tn)
si 0 es un unificador de (s1...,5,) y (#1...,t,) mds general que cualquier
otro.

» Aplicacién de una sustitucion a una lista de ecuaciones:

o (51 =11,...,5, =1ty)0 = (510 = }10,...,5,0 = t,0).

Algoritmo de unificacién de listas de términos

» Entrada: Lista de ecuaciones L = (s = t1,...,5, = t,) y sustitucién o.

» Salida: Un UMG de las listas (s1...,5,)0y (f1 ..., tn)0, sison unificables;
“No unificables”, en caso contrario.

» Procedimiento unif(L,o):

1. Si L = (), entonces unif(L,0) = 0.

2. SiL = (t =t|L'), entonces unif (L, o) = unif(L’, o).

3. SiL=(f(t,...,tm) = f(t] ..., t;,)|L"), entonces
unif(L,0) = umf((tl =t,... tm =t,|L"),0).

4. SiL = (x=t|L") (6 L = (t = x|L")) y x no aparece en t, entonces
unif (L, o) = unif (L' [x/t], o[x/t]).

5.SiL = (x=t|L") (6 L = (t =x|L"))y x aparece en t, entonces
unif (L, o) = “No unificables”.

6. SiL=(f(t1,..., tm) =g(t] ..., t,)|L"), entonces
unif (L, o) = “No unificables”.

. SiL=(f(tr,...,tm) = f(t]...,t})|L") y m # p, entonces
unif (L, o) = “No unificables”.

R

Algoritmo de unificacion de dos términos

» Entrada: Dos términos t; y t,.

» Salida: Un UMG de t; y tp, si son unificables;
“No unificables”, en caso contrario.

» Procedimiento: unif((t; = tp), €).
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Ejemplo 5: Unificar j(w, a,

1 1 B |
c
=)
=

Ejemplo 2: Unificar f(x,b)y f(a,y):

unif ((f(x,b) = f(a,y), €)
unif((x =a,b =y),e)
unif ((b = y)[x/a),e[x/a])
unif ((b =), [x/a])

unif (), [x/al[y/b])
[x/a,y/b])

Ejemplo 3: Unificar f(x,x)y f(a,b):

unif ((f (x, x) = f(a,
unif((x =a,x = b),

unif ((x = b)[x/a],
unif((a = b), [x/a])

“No unificable”

b)), €)
€)
€lx/al)

unif ((f(x, g(y))
unif ((x =y, g(g)
),

Ejemplo 4: Unificar f(x,g(y)) yf(y X):
,E

unif ((8(y) = x)[x/
unif ((g(y) = y), [x/

“No unificable”

por 3
por 4

por 3
por 4

por 1

unif ((j(w, a, h(w)) = (f( Y), X, Z))e)
= unif((w = f(x,y),a = x,h(w) =z),€) por 3
= unif((a = x,h(w) = )[w/f(x )l elw/ f(x,y)]) por 4
= unif((a = x,h(f(x,y)) =z), [w/f(x,y)])
= unif((h(f(x,y)) = 2z)[x/a], [w/ f(x,y)][x/a]) por 4
= unif((h(f(a,y)) =z),[w/f(a,y),x/a])
= unif((), [w/ f(a,y),x/al[z/h(f(a,y))]) por 4

[w/ f(a,y),x/a,z/h(f(a,y))]

por 1
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» Ejemplo 6: Unificar j(w,a, h(w)) vy j(f(x,y),x,y)
x

unif ((j(w, a, h(w)) = j(f(x,y),x,y))€)
= unif((w = f(x,y),a = x,h(w) =y),€) por 3
= unif((a = x, h(w) = y)[w/ f(x,y)], e[w/ f(x,y)]) por 4
= unif((a = x,h(f(x,y)) = y), [w/f(x,y)])
= unif((h(f(x,y)) = y)[x/al, [w/ f(x,y)][x/a]) por 4
unif ((h(f(a,y)) = y), [w/f(a,y),x/a])
= “No unificable” por 5
» Ejemplo 7: Unificar f(a,y) y f(a,b):
unif((f(a,y) = f(a,b),€))
= unif((a =4a,y =b),e) por 3
= unif((y =b),€) por 2
= unif((), [y/b]) por 4
= [y/b] por 1

12.3. Resolucion de primer orden

12.3.1. Separacion de variables

» Def.: La sustitucion [xq/t1,...,%,/t,] s un renombramiento si todos los t; son
variables.

= Prop.: Si 6 es un renombramiento, entonces C = C6.
» Def.: Las cldusulas C; y C; estan separadas si no tienen ninguna variable comun.

» Def.: Una separacion de las variables de C; y C; es un par de renombramientos
(61,62) tales que C161 y C20, estdn separadas.

» Ejemplo: Una separacién de variables de
C1 = {P(x), Qx,y)} y G2 = {R(f(x,¥))}
es
(01 = [x/x1,y/ 1], 02 = [x/x2,y/y2])-

12.3.2. Resolvente binaria

» Def.: La clausula C es una resolvente binaria de las clausulas C; y C; si existen una
separacion de variables (01, 60,) de C; y Cp, un literal L1 € Cy, un literal L, € Gy y
un UMG o de L16; y L50, tales que

C= (C1910' ~ {L1910'1}) U (C2920' ~ {L2920'}).
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» Ejemplo: Sean

G ={"P(),QUf(x)}, C ={-Q(x)R(gx))}

Ly  =Q(f(x)), Ly =-Q(x),
6, =[x/x1], 6, = [x/x2],
Li61 = Q(f(x1)), L56, = Q(x2),
v = [x2/ f(x1)]

Entonces, C = {—P(x1), R(g(f(x1)))} es una resolvente binaria de C; y Co.

12.3.3. Factorizacion

» Def.: La clausula C es un factor de la cldusula D si existen dos literales L1 y L, en
D que son unificables y C = Do \ {Lyc} donde o esun UMG de L; y L;.

» Ejemplo: Sean

D ={P(x,y), P(y,x),Qa)}

L1 =P(x,y)

L, = P(y,x)

o =ly/x
Entonces,

C ={P(x,x),Q(a)} es un factor de D.

Ejemplos de refutacién por resolucién

» Refutacionde S = {{—P(x, f(x,v))},{P(a,2),~Q(z,0)},{Q(u,a)}}
{=P(x,f(x,y))}  Hipotesis
{P(a,z),—Q(z,v)} Hipotesis
3 {Q(u,a)} Hipotesis
{=Q(f(a,y),v)} Resolventede1y?2

cono = [x/a,z/f(a,y)]
5 0 Resolvente de 3 y 4

cono = [u/f(a,y),v/a

= Refutacion de S = {{P(x)}, {~P(f(x))}}

N =

N

1 {P(x)} Hipotesis
2 {=P(f(x))} Hipotesis
3 0O Resolvente de 1y 2 con

con 0 =¢€,0, = [x/x'],0 = [x/f(x)]

» Refutacionde S = {{P(x,v), P(y,x)},{—P(u,v),—P(v,u)}}
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1 {P(x,y),P(y,x)} Hipotesis

2 {=P(u,v),-P(v,u)} Hipotesis

3 {P(x,x)} Factor de 1 con [y/x]

4 {=P(u,u)} Factor de 2 con [v/u]

5 0 Resolvente de 3 y 4 con [x/u]

12.3.4. Demostraciones por resolucién

Demostraciones de clausulas por resolucién

Sea S un conjunto de cldusulas.

La sucesién (Cy,...,Cy) es una demostracion por resolucion de la cldusula C a
partir de S si C = C, y para todo i € {1,..,n} se verifica una de las siguientes
condiciones:

-C, eS;

— existen j, k < i tales que C; es una resolvente de C; y C

— existe j < i tal que C; es un factor de C;

La cldusula C es demostrable por resolucion a partir de S si existe una demostra-
cién por resolucion de C a partir de S.

Una refutacion por resolucién de S es una demostracién por resolucion de la cldu-
sula vacia a partir de S.

Se dice que S es refutable por resolucion si existe una refutacién por resolucién a
partir de S.

Demostraciones de férmulas por resolucién

Def.: Sean Sj,...,S, formas clausales de las férmulas Fj,...,F; y S una forma
clausal de —F. Una demostracién por resoluciéon de F a partir de {Fy, ..., F,} es
una refutacion por resoluciéonde S U ---U S, US.

Def.: La formula F es demostrable por resolucion a partir de {Fy, ..., F,} si existe
una demostracion por resolucion de F a partir de {Fy, ..., F,}.
Se representa por {Fy, ..., F,} Fres F.

Ejemplo: (tema 8 p. 21) {Vx [P(x) — Q(x)], Ix P(x)} Fres 3x Q(x)

1 {=P(x),Q(x)} Hipétesis
2 {P(a)} Hipoétesis
3 {—-Q(2)} Hipotesis
4 {Q(a)} Resolvente de 1y 2 con [x/4]
5 0 Resolvente de 3 y 4 con [z/4]
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» Ejemplo: (tema 8 p. 21)
{Vx [P(x) = Q(x)],Vx [Q(x) = R(x)] FRres Vx [P(x) — R(x)]}

1 {=P(x),Q(x)} Hipotesis
2 {-Q(y),R(y)} Hipotesis
3 {P(a)} Hipotesis
4 {=R(a)} Hipoétesis
5 {Q(a)} Resolvente de 1y 3 con [x/4]
6 {R(a)} Resolvente de 5y 2 con [y/a]
5 0 Resolvente de 6 y 4
» Ejemplo: (tema 6 p. 55) Fres 3x [P(x) — Yy P(y)]
1 {P(x)} Hipotesis
2 {=P(f(x))} Hipotesis
3 0 Resolvente de 1y 2 con 6 = [x/x'],0 = [x/ f(x')]

» Ejemplo: Fres Vx 3y —(P(y, x) <> =P(y,y))
— Forma clausal:

~Vx 3y =(P(y, x) < =Py, y))
= ~Vx 3y ~((P(y,x) = =Py, y)) A (=P(y,y) = P(y,x)))
= ~Va 3y ~((=P(y,x) vV ~P(y,y)) A (~=P(y,y) V P(y,x)))
= Vx 3y ~((=P(y,x) V=P(y,y)) A (P(y,y) V Py, x)))
= 3xVy = ((=P(y,x) vV =P(y,y)) A (P(y,y) V Py, x)))
= ¥y (=P(y,x) V =P(y,y)) A (P(y,y) V Py, x)))
~ Wy ((~P(y,) v ~P(y, ) A (P(y,) V P(y,4)))
= {({~P(y,a),~P(,y)}, {P(yv), Py, )}
— Refutacion:
1 {=P(y,a),—P(y,y)} Hipétesis
2 {P(y,y),P(y,a)} Hipotesis
3 {-P(a,a)} Factor de 1 con [y/4]
4 {P(a,a)} Factor de 2 con [y/4]
5 0 Resolvente de 3 y 4

Paradoja del barbero de Russell

En una isla pequefia hay s6lo un barbero. El gobernador de la isla ha publicado la
siguiente norma: “El barbero afeita a todas las personas que no se afeitan a si misma y sélo a
dichas personas”. Demostrar que la norma es inconsistente.
— Representacion: Vx [afeita(b, x) <> —afeita(x, x)]
— Forma clausal:
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Vx [afeita(b, x) <> —afeita(x, x)]

Vx [(afeita(b, x) — —afeita(x, x)) A (—afeita(x, x) — afeita(b, x))]
Vx [(—afeita(b, x) V —afeita(x, x)) A (——afeita(x, x) V afeita(b, x))]
Vx [(—afeita(b, x) V —afeita(x, x)) A (afeita(x, x) V afeita(b, x))]
{{—afeita(b, x), ~afeita(x, x) }, {afeita(x, x), afeita(b, x) } }

— Refutacion:

1 {—afeita(b, x), ~afeita(x, x)} Hipotesis

2 {afeita(x, x), afeita(b, x)} Hipotesis

3 {-—afeita(b,b)} Factor de 1 con [x/b]
4 {afeita(b,b)} Factor de 2 con [x/b]
5 0 Resolvente de 3 y 4

12.3.5. Adecuacién y completitud de la resolucién

» Propiedades:

e 5i C es una resolvente de C; y Cp, entonces {C1, C2} = C.

e Si D es un factor de C entonces C |= D.

e Si[l] € S, entonces S es inconsistente.

e Si el conjunto de cldusulas S es refutable por resolucién, entonces S es incon-

sistente.

» Teor.: El clculo de resolucién (para la légica de primer orden sin igualdad) es
adecuado y completo; es decir,
Adecuado: S Fges F — SEF
Completo: S| F — S FRres F

12.3.6. Decisién de no—-consecuencia por resolucién

» Enunciado: Comprobar, por resolucién, que

Vx [P(x) vV Q(x)] &£ Vx P(x) V Vx Q(x).

Reduccién 1: Comprobar que es consistente

{Vx [P(x) vV Q(x)], =~(Vx P(x) v Vx Q(x))}

Reduccién 2: Comprobar que es consistente

{{P(x),Q(x)}, {=P(a)}, {~Q(b)} }

Resolucion:
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1 {P(x),Q(x)} Hipotesis
2 {=P(a)} Hipotesis
3 {-Q(b)} Hipotesis
4 {Q(a)} Resolvente de 1y 2
5 {P(b)} Resolvente de 1y 3

» Modelo: U = {a,b}, I(P) = {b},1(Q) = {a}.
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