Capitulo 7

Conjuntos, funciones y relaciones

No busquéis el significado, buscad el uso.
L. WITTGENSTEIN

7.1 Conjuntos

7.1.1 Operaciones con conjuntos

Nota 7.1.1. La teoria elemental de conjuntos es HOL/Set . thy.

Nota 7.1.2. En un conjunto todos los elemento son del mismo tipo (por ejemplo, del tipo
T) y el conjunto tiene tipo (en el ejemplo, T set).

Nota 7.1.3 (Reglas de la interseccion).

o [ceA,ceB]=ce€ANB (Int)
e ccANB—ccA (IntD1)
eccANB=—c€B (IntD2)

Nota 7.1.4. Propiedades del complementario:
e (ce—A)=(c¢ A (Compl_iff)
e —(AUB)=—AN-B (Compl_Un)
Nota 7.1.5. El conjunto vacio se representa por {} y el universal por UNIV.

Nota 7.1.6. Propiedades de la diferencia y del complementario:
e AN(B—A)={} (Diff disjoint)
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e AU—-A=UNIV (Compl_partition)
Nota 7.1.7. Reglas de la relacién de subconjunto:

e (Ax.xeA=—=x€B)=—ACB (subset)
e [ACBce Al =c€B (subsetD)

Nota 7.1.8. Ejemplo trivial.

lemma (AUBCC)=(ACCABCCQC)
by blast

Nota 7.1.9. Otro ejemplo trivial.

lemma (A C —B) = (BC —A)
by blast

Nota 7.1.10. Principio de extensionalidad de conjuntos:
e (Ax.(xeA)=(x€B))=—A=B (set_ext)
Nota 7.1.11. Reglas de la igualdad de conjuntos:
e [ACBBCA]=—A=B (equalityl)
e [A=B,[ACB,BCA]=—P] =P (equalityE)

Lema 7.1.12 (Analogia entre interseccién y conjuncién). x € AN Bsyssx € Ay x € B.

lemma (x e ANB)=(x€AAx€EB)
by simp

Lema 7.1.13 (Analogia entre unién y disyuncién). x € AU Bsyssx € Aé x € B.

lemma (x€e AUB) =(x € AV x €B)
by simp

Lema 7.1.14 (Analogia entre subconjunto e implicacién). A C B syss para todo x, si x € A
entonces x € B.

lemma (ACB)=(Vx.x€A—x€B)
by auto



7.1. Conjuntos 57

Lema 7.1.15 (Analogia entre complementario y negacion). x pertenece al complementario
de A syss x no pertenece a A.

lemma (x € —A) = (x ¢ A)
by simp
7.1.2 Notacién de conjuntos finitos

Nota 7.1.16. La teoria de conjuntos finitos es HOL/Finite_Set. thy.

Nota 7.1.17. Los conjuntos finitos se definen por induccién a partir de las siguientes
reglas inductivas:

e El conjunto vacio es un conjunto finito.

finite {} (emptyl)
e Sise le afiade un elemento a un conjunto finito se obtiene otro conjunto finito.
finite A = finite (insert a A) (insert)

Nota 7.1.18. En la notacién matematica, las reglas anteriores se representan como sigue:

e El conjunto vacio es un conjunto finito.
finite @ (emptyl)

e Si se le aflade un elemento a un conjunto finito se obtiene otro conjunto finito.
finite A = finite ({a} U A) (insertl)

Ejemplo 7.1.19. Ejemplos de conjuntos finitos.

lemma
insert 2 {} = {2} A
insert 3 {2} = {2,3} A
insert 2{2,3} ={2,3} A
(2,3} = {3,2,3,2,2}

by auto

Nota 7.1.20. Los conjuntos finitos se representan con la notacién conjuntista habitual:
los elementos entre llaves y separados por comas.

Nota 7.1.21. Ejemplo trivial.

lemma {a,b} U {c,d} = {a,b,cd}
by blast
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Nota 7.1.22. Conjetura falsa.

lemma {a,b} N {b,c} = {b}
refute
oops

Nota 7.1.23. Conjetura corregida.

lemma {a,b} N {b,c} = (ifa=c then {a,b} else {b})
by auto

Nota 7.1.24 (Sumas y productos de conjuntos finitos). Se pueden definir la suma y el
producto de los elementos de un conjunto finito mediante las siguientes funciones:

e setsum tal que (setsum f A) es la suma de la aplicacién de f a los elementos del
conjunto finito A,

e setprod tal que (setprod f A) es producto de la aplicaciéon de f a los elementos del
conjunto finito A,

e ) tal que }_ A esla suma de los elementos del conjunto finito A,
o [] tal que [T A es el producto de los elementos del conjunto finito A.

Definicién 7.1.25 (Ejemplos de definiciones recursivas sobre conjuntos finitos). Sea A un
conjunto finito de niimeros naturales.

o sumaConj A es la suma de los elementos A.
e productoConj A es el producto de los elementos de A.

o sumaCuadradosconj A es la suma de los cuadrados de los elementos A.

definition sumaConj :: nat set = nat where
sumaConj S =) .S

definition productoConj :: nat set = nat where
productoConj S =[S

definition sumaCuadradosConj :: nat set = nat where
sumaCuadradosConj S = setsum (A x. x*x) S

Nota 7.1.26. Para simplificar lo que sigue, declaramos las anteriores definiciones como
reglas de simplificacion.
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declare sumaConj-def [simp]
declare productoConj-def [simp]
declare sumaCuadradosConj-def [simp]

Ejemplo 7.1.27. Ejemplos de evaluacion de las anteriores definiciones recursivas.

lemma
sumaConj {1,2,3,4} = 10 A
productoConj {1,2,3} = productoConj {3,2} A
sumaCuadradosConj {1,2,3,4} = 30

by simp

Nota 7.1.28 (Induccién sobre conjuntos finitos). Para demostrar que todos los conjuntos
tinitos tienen una propiedad P basta probar que

1. El conjunto vacio tiene la propiedad P.

2. Sia un conjunto finito que tiene la propiedad P se le afiade un nuevo elemento, el
conjunto obtenido sigue teniendo la propiedad P.

En forma de regla
finite F x¢&F PF

finite F PO /\x F P} UF)

inite_induct
(fi ) 5T

Lema 7.1.29 (Ejemplo de induccién sobre conjuntos finitos). Sea S un conjunto finito de
niimeros naturales. Entonces todos los elementos de S son menores o iguales que la suma de los
elementos de S.

Demostracion automatica:

lemma finite S = Vx€S. x < sumaConj S
by (induct rule: finite-induct) auto

Demostracion estructurada:

lemma sumaConj-acota: finite S = V x€S. x < sumaConj S
proof (induct rule: finite-induct)
show Vxe{}. x < sumaConj {} by simp
next
fix x and F
assume fF: finite F
and xF:x ¢ F
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and HI: V x€F. x < sumaConj F
show Vycinsert x F. y < sumaConj (insert x F)
proof
fix y
assume y € insert x F
show y < sumaConj (insert x F)
proof (cases y = x)
assume y = x
hence y < x + (sumaConj F) by simp

also have ... = sumaConj (insert x F) using fF xF by simp
finally show ?thesis .
next

assume y # x

hence y € F using (y € insert x F) by simp
hence y < sumaConj F using HI by blast
also have ... <x + (sumaConj F) by simp

also have ... = sumaConj (insert x F) using fF xF by simp
finally show ?thesis .
qed
qed
qed

7.1.3 Definiciones por comprensién

Nota 7.1.30. El conjunto de los elementos que cumple la propiedad P se representa por
{x. P}.

Nota 7.1.31. Reglas de comprension (relacién entre coleccién y pertenencia):

e (1e€{x.Px})=Pa (mem_Collect_eq)
e {x.xcA}=A (Collect_mem_eq)

Nota 7.1.32. Dos ejemplos triviales.

lemma {x. PxVxec A} ={x.Px} UA
by blast

lemma {x. Px — Qux} = —{x. Px} U {x.Qx}
by blast

Nota 7.1.33. Ejemplo con la sintaxis general de comprehension.



7.1. Conjuntos 61

lemma
{p*xq | p q. p€prime N geprime} =
{z.3pq.z = pxq N\ pEprime N g&prime}
by blast

Nota 7.1.34. En HOL, la notacién conjuntista es azticar sintactica:

e x€A es equivalente a A(x).

e {x. P} esequivalente a Ax. P.

Definicién 7.1.35 (Ejemplo de definicién por comprension). El conjunto de los pares es el
de los niimeros n para los que existe un m tal que n = 2 * m.

definition Pares :: nat set where
Pares = {n.3d m.n=2+m }

Ejemplo 7.1.36. Los ntimeros 2 y 34 son pares.

lemma
2 € Pares N\
34 € Pares
by (simp add: Pares-def )

Definicién 7.1.37. El conjunto de los impares es el de los niimeros n para los que existe un m
tal quen =2+ m+ 1.

definition Impares :: nat set where
Impares={n. 3 m.n=2«xm+1}

Lema 7.1.38 (Ejemplo con las reglas de interseccién y comprension). El conjunto de los
pares es disjunto con el de los impares.

lemma x ¢ (Pares N Impares)
proof
fix x assume S: x € (Pares N Impares)
hence x € Pares by (rule IntD1)
hence 3 m. x = 2 x m by (simp only: Pares-def mem-Collect-eq)
then obtain p wherep: x =2 xp ..

from S have x € Impares by (rule IntD2)
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hence 3 m. x =2 x m + 1 by (simp only: Impares-def mem-Collect-eq)

then obtain g where g: x =2x g+ 1 ..

from p and g show False by arith
qed

7.1.4 Cuantificadores acotados

Nota 7.1.39. Reglas de cuantificador universal acotado (“bounded”):

e (Ax.xe A= Px) = VxcA.Px

o [VxcA.Px;xc Al = Px

Nota 7.1.40. Reglas de cuantificador existencial acotado (“bounded”):

o [Px;x € A] = Jx€A.Px

o [JxcA.Px; \x. [x€ A;Px] = Q] = Q
Nota 7.1.41. Reglas de la unién indexada:

e (e (Ux€eA.Bx))=(Jx€A.b € Bx)

e [neAbeBa] =Dbe (UxcA.Bx)

o [be (UxeA.Bx); A\x.[x€ A;beBx] = R] =R
Nota 7.1.42. Reglas de la unién de una familia:

e US=(UxeS.x)

e (AcUC) = (IXeC. AeX)
Nota 7.1.43. Reglas de la intersecciéon indexada:

o (he (Nx€A.Bx)) =(VxeA. b€ Bx)

e (Ax.xeA=beBx)=Dbec (Nx€A.Bx)

o [be(Nx€A.Bx);beBa— R;a¢ A— R] =R
Nota 7.1.44. Reglas de la interseccién de una familia:

e NS=(Nx€S. x)

e (AeNC)=(VXeC.AeX)

(balll)

(bspec)

(bexI)
(bexE)

(UNiff)
(UN_I)
(UN_E)

(Union _def)
(Union_iff)

(INT_iff)
(INT_I)

(INT_E)

(Inter_def)
(Inter_iff)
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Nota 7.1.45. Abreviaturas:

e Collect P es 1o mismo que {x. P}.

All P es 1o mismo que V x. P x.

Ex P es lo mismo que Jx. P x.

Ball P es 1o mismo que VxcA. P x.

Bex P es lo mismo que 3x€A. P x.

7.1.5 Conjuntos finitos y cardinalidad

Nota 7.1.46. El nimero de elementos de un conjunto finito A es el cardinal de A y se
representa por card A.

Ejemplo 7.1.47. Ejemplos de cardinales de conjuntos finitos.

lemma
card {} =0 A
card {4} =1 N

card {41} =2 A
x #y = card {x,y} =2
by simp
Nota 7.1.48. Propiedades de cardinales:

e Cardinal de la unién de conjuntos finitos:
[finite A; finite B] = card A + card B = card (A U B) + card (A N B) (card_Un_Int)

e Cardinal del conjunto potencia:
finite A => card (Pow A) = 2 "card A (card_Pow)

7.2 Funciones

La teorfa de funciones es HOL/Fun.thy.
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7.2.1 Nociones basicas de funciones

Nota 7.2.1. Principio de extensionalidad para funciones:
o (Mfx=gx)=f=¢g

Nota 7.2.2. Actualizacién de funciones
o (f(x:=y))z=(ifz=xthenyelsefz)
o flx:=y xi=2) =f(x:=2)

Nota 7.2.3. Funcién identidad
o id=Ax.x
Nota 7.2.4. Composicion de funciones:

o fog=(Ax.f(gx))

Nota 7.2.5. Asociatividad de la composicion:

e fo(goh)=(fog)oh

7.2.2 Funciones inyectivas, suprayectivas y biyectivas
Nota 7.2.6. Funcién inyectiva sobre A:

o injonfA=VxcAVycA. fx=fy—x=y
Nota 7.2.7. inj f es una abreviatura de inj-on f UNIV.

Nota 7.2.8. Funcion suprayectiva:
o surjf =Vy. dx.y=fx

Nota 7.2.9. Funcién biyectiva:
o bijf =injf Asurjf

Nota 7.2.10. Propiedades de las funciones inversas:
o injf = invf (fx)=x

o surjf = f (invfy)=y

(ext)

(fun_upd_apply)
(fun_upd_upd)

(id_def)

(0-def)

(0_assoc)

(inj_on_def)

(surj_def)

(bij def)

(inv£.f)
(surj_f_inv_f)
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o bijf = inv (invf) =f

Nota 7.2.11. Igualdad de funciones (por extensionalidad):

o f=8)=(xfr=gx)

(inv_inv_eq)

(expand_fun_eq)

Lema 7.2.12. Una funcién inyectiva puede cancelarse en el lado izquierdo de la composicion de

funciones.

lemma

assumes i1j f

shows (fog=foh)=(g=h)
proof

assumefog=foh

thus ¢ = h using (inj f) by (simp add:expand-fun-eq inj-on-def)

next

assume ¢ =h

thus f o ¢ = f o h by auto
qed

Una demostracion mds detallada es la siguiente

lemma
assumes inj f

shows (fog=foh)=(g=h)

proof
assumefog=foh
show g ="h
proof
fix x

have (f 0 g)(x) = (f o h)(x) using {f o g = f o h) by simp

hence f(g(x)) = f(h(x)) by simp
thus g(x) = h(x) using (nj /) by (simp add:inj-on-def)

qed
next

assume ¢ = h

showfog=foh

proof
fix x
have (f o g) x = f(g(x)) by simp
also have ... = f(h(x)) using (g = h) by simp
also have ... = (f o h) x by simp
finally show (fog)x=(f oh)xbysimp
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qed
qged

Una demostracién mas automatica es la siguiente

lemma
assumes i1j f
shows (f o g = f o ) = (g = )
by (metis Un-UNIV-left assms id-o inj-iff inj-on-Un o0-assoc)

El desarrollo de la demostracion automatica es la siguiente

lemma
assumes inj f
shows (f o g = f o h) = (g = )
proof (neg-clausify)
assume 0: (fog #foh)V (g#h)
assume I: (¢ =h)V (fog=foh)
have 2: AX1. inj-on f X1
by (metis assms inj-on-Un Un-UNIV-left)
have 3: (invfo (fog)=h)Vh=gV —injf
by (metis 1 0-assoc inj-iff id-o)
have 4: (invf o (fog) =h) V h =g by (metis 2 3)
have 5: h = ¢ V = inj f by (metis id-o 0-assoc inj-iff 4)
have 6: h = ¢ by (metis 5 2)
have 7: h # ¢ by (metis 6 0)
show False by (metis 6 7)
qed

Funcién imagen

Nota 7.2.13. Imagen de un conjunto mediante una funcién:

o ffA={y. (3xcA.y=fx)
Nota 7.2.14. Propiedades de la imagen:
o (fog)r=fgr
e f(AUB)=fAUfB
e injf = f(ANB)=fANfB

(image_def)

(image_compose)
(image_Un)

(image_Int)

Nota 7.2.15. Ejemplos de demostraciones triviales de propiedades de la imagen.
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lemma fAUg¢'A= (Ux€A. {fx, gx})
by auto

lemma f{(x). Pxy} = {f(xy) | xy. Pxy)
by auto

Nota 7.2.16. El rango de una funcién (range f) es la imagen del universo (f UNIV).
Nota 7.2.17. Imagen inversa de un conjunto:

e f—'B={x.fx:B} (vimage def)
Nota 7.2.18. Propiedad de la imagen inversa de un conjunto:

o f —(=A)=—(f - A) (vimage_Compl)

7.3 Relaciones

7.3.1 Relaciones basicas
Nota 7.3.1. La teoria de relaciones es HOL / Relation.thy.
Nota 7.3.2. Las relaciones son conjuntos de pares.
Nota 7.3.3. Relacion identidad:
o ld={p.EXx.p=(xx)} (Id def)
Nota 7.3.4. Composicién de relaciones:
e rOs={(xz2).EXy. (x,y) er& (y,z) €s} (rel_comp_def)
Nota 7.3.5. Propiedades:
e ROId=R (R-O_1d)
o [r'Crs'Cs]= (r'"Os') C (rOs) (rel_comp_mono)
Nota 7.3.6. Imagen inversa de una relacion:
o ((ab)er 1)y=((ba)er) (converse_iff)

Nota 7.3.7. Propiedad de la imagen inversa de una relacién:
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e (rOs)l=s10r"1 (converse_rel_comp)
Nota 7.3.8. Imagen de un conjunto mediante una relacién:

e (ber’A)=(Ix:A. (x,b)€r) (Image_iff)
Nota 7.3.9. Dominio de una relacion:

e (a € Domainr) = (Jy. (a,y) €7) (Domain_iff)

Nota 7.3.10. Rango de una relacion:

e (a €Ranger) = (3y. (y,a) €r) (Range_iff)

7.3.2 Clausura reflexiva y transitiva

Nota 7.3.11. La teoria de la clausura reflexiva y transitiva de una relacion es
HOL / Transitive-Closure.thy.

Nota 7.3.12. Potencias de relaciones:
e RV0=1Id
e R (Sucn)=(R""n)OR

Nota 7.3.13. La clausura reflexiva y transitiva de la relacion r es la menor solucién de la
ecuacion:

e r*=1dU (r*Ovr) (rtrancl_unfold)

Nota 7.3.14. Propiedades bésicas de la clausura reflexiva y transitiva:

e (a,a)er* (rtrancl_refl)
epcr=pecrt (r_into_rtrancl)
e [(a,b)er;(bc)er]= (ac)er (rtrancl_trans)

Nota 7.3.15. Induccién sobre la clausura reflexiva y transitiva

Py

(@y)ers  (yz)er
b ¥ P .
(a,b) er a A\ E D, |
° 73 (rtrancl_induct)

Nota 7.3.16. Idempotencia de la clausura reflexiva y transitiva:
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o (r*)*=r* (rtrancl_idemp)
Nota 7.3.17. Reglas de introduccién de la clausura transitiva:

epcr=pert (r_into_trancl’)
o [(a,b)ert;(bc)ert] = (a,c)ert (trancl_trans)
Nota 7.3.18. Ejemplo de propiedad:

o rHt =)t (trancl_converse)

7.3.3 Una demostracion elemental

Nota 7.3.19. El teorema que se desea demostrar es que la clausura reflexiva y transitiva
conmuta con la inversa (rtrancl-converse). Para demostrarlo introducimos dos lemas
auxiliares: rtrancl-converseD y rtrancl-conversel.

lemma rtrancl-converseD: (x,y) € (r 1)* = (y,x) € r*
proof (induct rule:rtrancl-induct)
show (x,x) € r* by (rule rtrancl-refl)
next
fixyz
assume (x,y) € (r 1)* and (y,z) € r ! and (y,x) € r*
show (z,x) € r*
proof (rule rtrancl-trans)
show (z,y) € r* using (y,z) € r~ 1) by simp
next
show (y,x) € r* using ((y,x) € ) by simp
qed
qged

lemma rtrancl-conversel: (y,x) € r* = (x,y) € (r 1)*
proof (induct rule:rtrancl-induct)

show (y,y) € (r~1)* by (rule rtrancl-refl)
next

fix uz

assume (y,u) € r* and (1,z) € rand (uy) € (r 1)*

show (z,y) € (r 1)*

proof (rule rtrancl-trans)

show (z,u) € (r~1)* using ((u,z) € r) by auto
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next

show (u,y) € (r1)* using (u,y) € (r~1)* by simp
qed
qed

theorem rtrancl-converse: (r~1)* = (r*)~1
proof

show (r~1)* C (v*)~! by (auto simp add:rtrancl-converseD)
next

show (r*)~1 C (+~1)* by (auto simp add:rtrancl-conversel)
qged

Nota 7.3.20. Puede demostrarse de manera més corta como sigue:

theorem (r—1)* = (r*)~!
by (auto intro: rtrancl-conversel dest: rtrancl-converseD)

7.4 Relaciones bien fundamentadas e induccién

Nota 7.4.1. La teoria de las relaciones bien fundamentadas es HOL / Wellfounded-Relations.thy.

Nota 7.4.2. La relacién—objeto less-than es el orden de los naturales que es bien funda-
mentada:

e ((xy) € less-than) = (x <y) (less_than_iff)
o wf less-than (wf_less_than)

Nota 7.4.3. Notas sobre medidas:

e Imagen inversa de una relacién mediante una funcion:
inv-imager f = {(xy). (fxfy) €r (inv-image-def)

e Conservaciéon de la buena fundamentacion:
wf r = wf (inv-imager f) (wf-inv-image)

e Definicién de la medida:
measure = inv-image less-than (measure-def)

e Buena fundamentacion de la medida:
wf (measure f) (wf-measure)
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Nota 7.4.4. Notas sobre el producto lexicografico:

e Definicion del producto lexicografico (lex-prod-def ):
ra <xlexx>rb={((ab),(a’b"). (aa’)y €rav (a=a’'A (bb’) €rb)}

e Conservacion de la buena fundamentacion:
[wf ra; wf rb] = wf (ra <xlexx> rb) (wf-lex-prod)

Nota 7.4.5. El orden de multiconjuntos esta en la teoria HOL / Library / Multiset.thy.

Nota 7.4.6. Induccidon sobre relaciones bien fundamentadas:

Vy. (y,x)er—Py

wf r \x. g

o (wf-induct)
Pa




