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Jesús Giráldez Crú
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El Problema SAT

El problema SAT [16] consiste en decidir si una fórmula
proposicional F es o no es satisfactible:

Existe una asignación de var(F ) que satisface F?
(esa asignación se llama “modelo”)
∃σ : var(F ) → {0, 1}|var(F )| | H(F|σ) = 1 ?

Fórmula Modelos SAT?

x ∨ y {x , y}, {x , ȳ}, {x̄ , y} SAT

x ∧ y {x , y} SAT

(x ∨ y) ∧ z {x , y , z}, {x , ȳ , z}, {x̄ , y , z} SAT

(x ∨ y) ∧ z ∧ ¬z - UNSAT
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Jesús Giráldez Crú
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El Problema SAT

El problema SAT [16] consiste en decidir si una fórmula
proposicional F es o no es satisfactible:

Existe una asignación de var(F ) que satisface F?
(esa asignación se llama “modelo”)
∃σ : var(F ) → {0, 1}|var(F )| | H(F|σ) = 1 ?

Fórmula Modelos SAT?

x ∨ y {x , y}, {x , ȳ}, {x̄ , y} SAT

x ∧ y {x , y} SAT

(x ∨ y) ∧ z {x , y , z}, {x , ȳ , z}, {x̄ , y , z} SAT

(x ∨ y) ∧ z ∧ ¬z - UNSAT
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Introducción

Preliminares

Complejidad

Aplicaciones

Resolviendo SAT

DPLL

CDCL

SLS y SP

MaxSAT

Bibliograf́ıa

El Problema SAT

El problema SAT [16] consiste en decidir si una fórmula
proposicional F es o no es satisfactible:

Existe una asignación de var(F ) que satisface F?
(esa asignación se llama “modelo”)
∃σ : var(F ) → {0, 1}|var(F )| | H(F|σ) = 1 ?

Fórmula Modelos SAT?

x ∨ y {x , y}, {x , ȳ}, {x̄ , y} SAT

x ∧ y {x , y} SAT

(x ∨ y) ∧ z {x , y , z}, {x , ȳ , z}, {x̄ , y , z} SAT

(x ∨ y) ∧ z ∧ ¬z - UNSAT
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SAT: Ejemplo

F = c1 ∧ c2 ∧ c3 ∧ c4 =

= (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x3)

F es SAT?

x1 x2 x3 H(c1) H(c2) H(c3) H(c4) H(F )

0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1
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SAT: Ejemplo

F = c1 ∧ c2 ∧ c3 ∧ c4 =

= (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x3)

F es SAT?

x1 x2 x3 H(c1) H(c2) H(c3) H(c4) H(F )

0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1
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Jesús Giráldez Crú
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SAT: Ejemplo

F = c1 ∧ c2 ∧ c3 ∧ c4 =

= (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x3)

F es SAT?

x1 x2 x3 H(c1) H(c2) H(c3) H(c4) H(F )

0 0 0 0 1
0 0 1 1 1
0 1 0 1 1
0 1 1 1 1
1 0 0 1 0
1 0 1 1 0
1 1 0 1 1
1 1 1 1 1
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SAT: Ejemplo

F = c1 ∧ c2 ∧ c3 ∧ c4 =

= (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x3)

F es SAT?

x1 x2 x3 H(c1) H(c2) H(c3) H(c4) H(F )

0 0 0 0 1 1
0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 1 0
0 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 1
1 0 1 1 0 1
1 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1
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SAT: Ejemplo

F = c1 ∧ c2 ∧ c3 ∧ c4 =

= (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x3)

F es SAT?

x1 x2 x3 H(c1) H(c2) H(c3) H(c4) H(F )

0 0 0 0 1 1 1
0 0 1 1 1 1 0
0 1 0 1 1 0 1
0 1 1 1 1 1 0
1 0 0 1 0 1 1
1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 0
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SAT: Ejemplo

F = c1 ∧ c2 ∧ c3 ∧ c4 =

= (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x3)

F es SAT?

x1 x2 x3 H(c1) H(c2) H(c3) H(c4) H(F )

0 0 0 0 1 1 1 0
0 0 1 1 1 1 0 0
0 1 0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 1 1 0 0
1 0 0 1 0 1 1 0
1 0 1 1 0 1 0 0
1 1 0 1 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1 0 0

F es UNSAT
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Ejemplo: Vertex Coloring

Un grafo G(V,A) tiene una N-coloración?
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Ejemplo: Vertex Coloring

Un grafo G(V,A) tiene una N-coloración?

1. Codifica en lógica proposicional:

F =
(xi1 ∨ xi2 ∨ · · · ∨ xiN)∧ ∀i∈V

(xij → ¬xij ′)∧ ∀i∈V ,1≤j ,j ′≤N

(xi1 → ¬xj1) ∧ · · · ∧ (xiN → ¬xjN) ∀i∈V ,〈i ,j〉∈A

2. Resuelve con SAT:

SAT (F )?

3. [Opcional ] Recodifica el modelo (si F es SAT)
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IA
?

⊆ SAT
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IA ⊇ SAT
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◮ SAT es un problema central en Ciencias de la
Computación (CS) e Inteligencia Artificial (AI)

◮ SAT es el primer problema NP-completo: complejidad
computacional

◮ SAT es extensivamente usado en muchas aplicaciones
de AI

◮ SAT como área clásica de investigación en CS/AI:
◮ Satisfacción y Optimización de Restricciones
◮ Búsqueda completa (en árboles) + propagación de

restricciones
◮ Búsqueda local (estocástica)
◮ . . .
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Decisión (=Satisfacción) ≈ Optimización

◮ Si ∃ optimiza(problema):

decide(problema) = {
optimiza(problema) ∧ coste == 0;

}



SAT

Jesús Giráldez Crú
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Decisión (=Satisfacción) ≈ Optimización

◮ Si ∃ optimiza(problema):

decide(problema) = {
optimiza(problema) ∧ coste == 0;

}

◮ Si ∃ decide(problema):

optimiza(problema) = {
coste = ∞;
do {

optimo = coste;
} while(decide(problema ∧ coste < optimo));

}
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Jesús Giráldez Crú
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Preliminares (1)

◮ Variables Booleanas/Proposicionales
◮ Sólo toman dos valores: 0/1, true/false, . . .
◮ x , y , z , . . .

◮ Literales
◮ Una variables o su negación
◮ x ,¬x , . . .

◮ Cláusulas
◮ Disjunción de literales
◮ (x ∨ ¬y ∨ ¬z)

◮ Fórmula en Forma Normal Conjuntiva (CNF)
◮ Conjunción de cláusulas
◮ (x) ∧ (x ∨ ¬y ∨ ¬z) ∧ (¬x ∨ y ∨ z) ∧ (¬x ∨ ¬y ∨ ¬z)

◮ k-CNF
◮ Todas las cláusulas tienen (como máximo) k literales
◮ 2SAT, 3SAT, . . .
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Preliminares (2)

◮ Resolver SAT sobre fórmula en CNF
◮ Satisfacer (al menos) un literal de cada cláusula
◮ (x) ∧ (x ∨ ¬y ∨ ¬z) ∧ (¬x ∨ y ∨ z) ∧ (¬x ∨ ¬y ∨ ¬z)
◮ (x) ∧ (x ∨ ¬y ∨ ¬z) ∧ (¬x ∨ y ∨ z) ∧ (¬x ∨ ¬y ∨ ¬z)

◮ Traducción a CNF en PTIME

◮ Solución: SAT (+modelo) o UNSAT (+prueba)

◮ Modelo
◮ Asignación de var(F ) que satisface F

◮ Prueba
◮ Conjunto de pasos para obtener la cláusula vaćıa
◮ Una cláusula vaćıa (sin literales) no se puede satisfacer!
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NP-completitud

◮ SAT: primer problema NP-completo1 [23]: NP y
NP-hard

◮ Verificación de soluciones eficiente:
◮ Comprobar si cada cláusula es satisfecha: O(#clauses)

◮ Y encontrarlas?
◮ Fuerza bruta: Θ(2#var )
◮ Branch and bound: O(exp(#var))
◮ ∃ algoritmo eficiente?

◮ P
?
= NP [66]
◮ Clay Mathematics Institute: Uno de los siete problemas

matemáticos del milenio [21]
◮ Premio por resolver alguno: 1.000.000 USD

◮ Si SAT se resuelve eficientemente, cualquier problema
NP-completo se resuelve eficientemente: vertex
coloring, mochila (knapsack), ciclo hamiltoniano,
viajante viajero (TSP), clique, . . . [33]

1Sólo en el caso (2 + ǫ)SAT
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Resolución (1)

◮ Regla de resolución:

x ∨ C ¬x ∨ D
C ∨ D

◮ Resolución es un sistema de pruebas (proof
system) [17]

◮ Refutación por resolución: F ⊢r ⊥

Ca Cb

C ′
1 Cc

C ′
2 Cd

. . . C ′
i

C ′
j Ce

. . . Ck

⊥
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Resolución (2)

◮ Podemos analizar todas las posibles refutaciones de
una fórmula y elegir la mejor:

◮ Longitud: número de pasos de resolución
◮ Anchura: tamaño de la cláusula más larga
◮ Espacio: número de cláusulas en memoria

◮ La longitud de la refutación más corta es una cota
inferior del tiempo de un algoritmo2

◮ Existen fórmulas que requieren refutaciones de longitud
exponencial [38, 55, 54, 53]

◮ La refutación más eficiente en espacio es una cota
inferior del espacio de un algoritmo2

◮ Existen fórmulas con tradeoffs entre longitud y
espacio [11, 53]

◮ Anchura también relacionada con longitud (y
espacio) [12, 53]

2Algoritmos que resuelven SAT implementando resolución
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Otros sistemas de prueba

◮ Polynomial Calculus (PC) [22, 1]:

(x ∨ y ∨ ¬z)  xy z̄ = 0

F
?

⊢PC (0 = 1)

◮ Cutting Planes (CP) [24]:

(x ∨ y ∨ ¬z)  x + y + (1 − z) > 0

F
?

⊢CP (0 ≥ 1)

◮ . . .
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Ejemplo: Pigeon Hole Principle (PHP)

◮ PHPn
k : n palomas en k huecos (sin repetición)

◮ PHPn+1
n es (obviamente) UNSAT

◮ La teoŕıa nos dice:
◮ PHP requiere refutación de resolución de longitud

exponencial [38, 55, 54, 53]
◮ Se puede resolver eficientemente con CP [24]

◮ En la práctica:
◮ Algoritmos que implementan resolución no pueden

resolver PHP con decenas de variables en varios d́ıas
◮ Algoritmos que implementan CP pueden resolver PHP

con millones de variables en pocos segundos
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Introducción

Preliminares

Complejidad

Aplicaciones

Resolviendo SAT

DPLL

CDCL

SLS y SP

MaxSAT

Bibliograf́ıa

Proof Complexity

◮ Los algoritmos que resuelven SAT3 implementan un
sistema de pruebas

◮ Estudiando la prueba que un algoritmo genera podemos
tener información sobre la complejidad del algoritmo

◮ Esta rama de investigación es proof complexity

◮ (Algunas) Preguntas relevantes en proof
complexity [53]:

◮ Una (familia de) fórmula(s) se puede resolver
eficientemente?

◮ Una implementación (basada en cierto sistema de
pruebas) es eficiente?

◮ . . .

3Espećıficamente, que demuestran UNSAT
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Instancias SAT industriales

◮ Algoritmos competitivos implementan resolución
◮ 6 ∃ implementación eficiente de CP u otros [31, 65]

◮  SAT: problema duro en el peor caso... a veces
incluso en en el caso medio (eg, random k-CNF) [20]

◮ Fórmulas pequeñas irresolubles en la práctica

◮ Por contra, ciertos problemas (varios órdenes de
magnitud más grandes) se pueden resolver bastante
rápido

◮ Representan problemas de muy diferentes dominios,
pero todos ellos son dominios “industriales” o “del
mundo real”

◮ Curiosamente todos ellos tienen rendimientos similares.
¿Por qué?



SAT
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Estructura de las instancias industriales

◮ Posible explicación: las instancias industriales tienen
una estructura “oculta” que es explotada por los SAT
solvers

◮ Estructura bien diferenciada de la (no) estructura de las
instancias aleatorias

◮ Perspectiva teórica: propiedades que explican
caracteŕısticas de la refutación [30]

◮ Perspectiva aplicada: propiedades que explican la
efectividad de los algoritmos [9, 45]

◮ Posible estrategia: Representar fórmulas SAT como
grafos
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Instancias aleatorias vs Instancias industriales

Grafo “aleatorio” Grafo con “estructura”
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Introducción

Preliminares

Complejidad

Aplicaciones

Resolviendo SAT

DPLL

CDCL

SLS y SP

MaxSAT

Bibliograf́ıa

Preguntas Abiertas

◮ ¿Qué caracteŕısticas comunes tienen las instancias
SAT industriales?

◮ Alta variabilidad en las ocurrencias de variables
(distribuciones power-law) [5]

◮ Estructura de comunidades [8]
◮ Dimensión fractal [2]
◮ . . .

◮ ¿Estas caracteŕısticas explican el rendimiento de los
algoritmos?

◮ Modelos aleatorios pseudo-industriales [35, 34, 36, 6]
◮ Soluciones ad-hoc [14]
◮ Algoritmos portfolios [4, 3]
◮ . . .

◮ ¿Cómo podemos mejorar estos algoritmos? [9]



SAT
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Aplicaciones de IA basadas en SAT

◮ Numerosas aplicaciones de IA que usan internamente
un SAT solver como tecnoloǵıa clave:

◮ Spatial-temporal reasoning in IA systems
◮ Controllers for sensory-based robots
◮ Process concurrency and synchronization (concurrency)
◮ Geometric coherence in Computer Graphics
◮ Constraints databases
◮ Sequence alignment in Bioinformatics
◮ Optimization in Operation Research
◮ Production planning
◮ Staff scheduling
◮ Resource allocation
◮ Circuit design
◮ Option trading
◮ DNA sequencing
◮ Software verification
◮ Cryptography
◮ . . .
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Ejemplo1: Bounded Model Checking (BMC) [15]

◮ Sistema de transiciones: K = (V ,S , I ,T )

◮ BMC: algoritmo de búsqueda de errores (bug-finding)

I (V0) ∧ T (V0,V1) ∧ · · · ∧ T (Vk−1,Vk) ∧ Bad(Vk)

◮ Desenrrollar la relación de transición un número de
iteraciones k (unrolling depth)

◮ Resolver iterativamente SAT(BMCk) para k creciente

◮ Si BMCk es satisfactible, hay un bug (en k iteraciones)
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Ejemplo2: Job-Shop Scheduling Problem [56]
◮ Organizar las tareas de distintos trabajos, respetando

restricciones de prioridad y recursos, minimizando
el makespan.

s,0 t4,2

t1,4

t7,3

t5,3

t2,3

t8,3

t6,3

t3,1

t9,2

e,0
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Ejemplo2: Job-Shop Scheduling Problem [56]
◮ Organizar las tareas de distintos trabajos, respetando

restricciones de prioridad y recursos, minimizando
el makespan.

s,0 t4,2

t1,4

t7,3

t5,3

t2,3

t8,3

t6,3

t3,1

t9,2

e,0

4

7

1

5

2

6

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

3

8 9

Job 1

Job 2

Job 3

Makespan

Resource legend R1 R2 R3
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Jesús Giráldez Crú
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Métodos Completos e Incompletos

◮ Métodos completos: resuelven SAT y demuestran
UNSAT (garantizado) [25]

◮ DP: Davis-Putnam [27]
◮ DPLL: Davis-Putnam-Logemann-Loveland [26]
◮ CDCL: Conflict-Driven Clause Learning [62]
◮ Look-ahead [39]

◮ Métodos incompletos: pueden resolver SAT (no
garantizado) [46]

◮ SLS: Stochastic Local Search
◮ GSAT [58]
◮ WalkSAT [57]
◮ Variantes [51, 19, 32, 64, 42]

◮ SP: Survey Propagation [18]
◮ NeuroSAT (neural networks) [60, 59, 61]
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Portfolios y Autoconfiguradores

◮ Portfolios [68, 67, 44, 48]
◮ Muchos algoritmos para resolver SAT
◮ Para cada instancia, cada algoritmo tiene diferentes

rendimientos
◮ Para una instancia dada, ¿se puede aprender cuál es el

mejor algoritmo para resolverla?
◮ Śı, usando ML!

◮ Autoconfiguradores [41, 10, 28, 40]
◮ Cada algoritmo tiene muchas parametrizaciones
◮ Para cada instancia, cada parametrización tiene

diferentes rendimientos
◮ Para una instancia dada, ¿se puede aprender cuál es la

mejor parametrización para resolverla?
◮ Śı, usando ML!
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Algoritmos Portfolio

EXECUTION (ONLINE)

TRAINING (OFFLINE)

Instances I

Solvers S

Performance Module

Features Module

ML Module

i

MODEL

s
Compute features

Get the best

solver

Run the model

Solve!
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Introducción

Preliminares

Complejidad

Aplicaciones

Resolviendo SAT

DPLL

CDCL

SLS y SP

MaxSAT

Bibliograf́ıa

Algoritmos de Autoconfiguración

TRAINING (OFFLINE)

Instances I

Solver s

Configurations C

Select instance i 

and configuration c

Run s(c) on i

and compute cost

s(c)

Get the best

configuration
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Jesús Giráldez Crú
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DPLL

◮ DPLL: Davis-Putnam-Logemann-Loveland [26]

◮ Origen: algoritmo DP [27]
◮ Resolver F equivalente a resolver F ′ = F|x ∨ F|¬x

◮ F ′ no está en CNF
◮ La traducción a CNF no es eficiente en espacio:

explosión en memoria!
◮ Mejor usar búsqueda  DPLL

◮ Consiste en:
◮ Propagación unitaria (UP)
◮ Búsqueda en profundidad (con poda)



SAT
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Propagación Unitaria (UP)

1. Itera para cada cláusula:
◮ Si todos sus literales menos uno están asignados, y la

cláusula no está satisfecha:
◮ UP: Asigna el literal restante para satisfacer la cláusula

◮ Si todos sus literales están asignados, y la cláusula no
está satisfecha:

◮ Devuelve conflicto

2. Repite (1) hasta que no haya asignaciones

3. Devuelve la fórmula resultante F ′ y la asignación
(parcial) σ
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UP: Ejemplo 1

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ ¬x3) ∧ (¬x3)
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UP: Ejemplo 1

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ ¬x3) ∧ (¬x3)

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ ¬x3) ∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 }
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UP: Ejemplo 1

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ ¬x3) ∧ (¬x3)

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ ¬x3) ∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 }

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ ¬x3) ∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 }



SAT

Jesús Giráldez Crú
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UP: Ejemplo 1

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ ¬x3) ∧ (¬x3)

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ ¬x3) ∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 }

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ ¬x3) ∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 }

F ′ = (x1 ∨ x2) ∧ (¬x1 ∨ x2)
σ = { x3 = 0 }
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Jesús Giráldez Crú
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UP: Ejemplo 2

F = (x1 ∨ x2∨ x3∨ x4)∧ (¬x1∨ x2∨¬x4)∧ (¬x2∨ x3)∧ (¬x3)
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UP: Ejemplo 2

F = (x1 ∨ x2∨ x3∨ x4)∧ (¬x1∨ x2∨¬x4)∧ (¬x2∨ x3)∧ (¬x3)

F = (x1 ∨ x2∨ x3∨ x4)∧ (¬x1∨ x2∨¬x4)∧ (¬x2∨ x3)∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 }
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UP: Ejemplo 2

F = (x1 ∨ x2∨ x3∨ x4)∧ (¬x1∨ x2∨¬x4)∧ (¬x2∨ x3)∧ (¬x3)

F = (x1 ∨ x2∨ x3∨ x4)∧ (¬x1∨ x2∨¬x4)∧ (¬x2∨ x3)∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 }

F = (x1 ∨ x2∨ x3∨ x4)∧ (¬x1∨ x2∨¬x4)∧ (¬x2∨ x3)∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 , x2 = 0 }
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Introducción

Preliminares

Complejidad

Aplicaciones

Resolviendo SAT

DPLL

CDCL

SLS y SP

MaxSAT

Bibliograf́ıa

UP: Ejemplo 2

F = (x1 ∨ x2∨ x3∨ x4)∧ (¬x1∨ x2∨¬x4)∧ (¬x2∨ x3)∧ (¬x3)

F = (x1 ∨ x2∨ x3∨ x4)∧ (¬x1∨ x2∨¬x4)∧ (¬x2∨ x3)∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 }

F = (x1 ∨ x2∨ x3∨ x4)∧ (¬x1∨ x2∨¬x4)∧ (¬x2∨ x3)∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 , x2 = 0 }

F = (x1∨ x2∨ x3∨ x4)∧ (¬x1∨ x2∨¬x4)∧ (¬x2 ∨ x3)∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 , x2 = 0 }
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UP: Ejemplo 2

F = (x1 ∨ x2∨ x3∨ x4)∧ (¬x1∨ x2∨¬x4)∧ (¬x2∨ x3)∧ (¬x3)

F = (x1 ∨ x2∨ x3∨ x4)∧ (¬x1∨ x2∨¬x4)∧ (¬x2∨ x3)∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 }

F = (x1 ∨ x2∨ x3∨ x4)∧ (¬x1∨ x2∨¬x4)∧ (¬x2∨ x3)∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 , x2 = 0 }

F = (x1∨ x2∨ x3∨ x4)∧ (¬x1∨ x2∨¬x4)∧ (¬x2 ∨ x3)∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 , x2 = 0 }

F ′ = (x1 ∨ x4) ∧ (¬x1 ∨ ¬x4)
σ = { x3 = 0 , x2 = 0 }
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UP: Ejemplo 3

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2∨) ∧ (¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x3)
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UP: Ejemplo 3

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2∨) ∧ (¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x3)

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 }
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UP: Ejemplo 3

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2∨) ∧ (¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x3)

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 }

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 , x2 = 0 }
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UP: Ejemplo 3

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2∨) ∧ (¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x3)

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 }

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 , x2 = 0 }

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 , x2 = 0 , x1 = 1 }
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UP: Ejemplo 3

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2∨) ∧ (¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x3)

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 }

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 , x2 = 0 }

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 , x2 = 0 , x1 = 1 }

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x3)
σ = { x3 = 0 , x2 = 0 , x1 = 1 }

conflicto!
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Búsqueda en profundidad

1. Selecciona una variable (heuŕıstica)

2. Selecciona una polaridad (heuŕıstica)

3. Computa la fórmula resultante tras asignarla

4. Si todas las cláusulas satisfechas, devuelve SAT

5. Si todas las asignaciones exploradas, devuelve UNSAT

6. Si no, repite (1)



SAT
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Búsqueda en profundidad: Ejemplo

F = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ ¬x2) ∧ (¬x1 ∨ ¬x3) ∧ (¬x2 ∨ ¬x3)

∧ (x1 ∨ ¬x2) ∧ (x2 ∨ ¬x3) ∧ (x1 ∨ ¬x3)

∧ (¬x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ ¬x2 ∨ x3)

X1=0

X3=0

X2=0

X3=1

X2=1

X1=1

X3=0

X2=0 X2=1

X3=1

UNSAT
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Heuŕıstica y Decisiones

◮ Heuŕıstica:
◮ ¿Qué variable escoger? ¿Con qué polaridad?

◮ Decisión (branching variable):
literal elegido por la heuŕıstica

◮ Propagación: literal asignado en UP

◮ Búsqueda + UP: tras cada decisión, realiza UP
◮ También antes de la primera decisión

◮ Nivel de decisión (dl): conjunto de literales asignados
entre dos decisiones

◮ Contiene una decisión y todos los literales propagados
◮ En dl = 0 sólo hay literales propagados

◮ Notación: <var>
{d,UP}
= <value> @ <dl>

◮ Ejemplo: {x1
UP
= 1@0 , x2

d
= 0@1 , . . . }
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Jesús Giráldez Crú
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Look-ahead SAT solvers [39]

◮ El núcleo es una implementación de DPLL

◮ La mayor diferencia está en la heuŕıstica

◮ Para elegir la siguiente decisión entre un conjunto de
variables, se puede analizar los efectos de elegir cada
una de ellas

◮ En concreto, ¿cómo quedaŕıa la fórmula tras decidir en
cada variable?

◮ Incluso se puede explorar la simulación de varias
decisiones. . .
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Conflict Driven Clause Learning (CDCL) [62]

◮ Basado en DPLL [26]: Búsqueda + UP

◮ Aprendizaje de cláusulas [63]

◮ Backtracking no cronológico: backjumping [63]

◮ Heuŕısticas de actividad: VSIDS [52]

◮ Poĺıticas de borrado de cláusulas: LBD [13]

◮ Restarts [37]

◮ Preprocessing [29] e Inprocessing [43]

◮ Estructura de datos “ligera”: two-watched literals [52]

CL

CD
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Análisis de conflictos [63]
F =ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 ∧ ω4 ∧ ω5 ∧ ω6 ∧ · · · =

=(x1 ∨ x7 ∨ ¬x2) ∧ (x1 ∨ ¬x3) ∧ (x2 ∨ x3 ∨ x4)

∧ (¬x4 ∨ ¬x5) ∧ (x8 ∨ ¬x4 ∨ ¬x6) ∧ (x5 ∨ x6) ∧ . . .

σ = {}

Conf x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 . . .

Reason
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Análisis de conflictos [63]
F =ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 ∧ ω4 ∧ ω5 ∧ ω6 ∧ · · · =

=(x1 ∨ x7 ∨ ¬x2) ∧ (x1 ∨ ¬x3) ∧ (x2 ∨ x3 ∨ x4)

∧ (¬x4 ∨ ¬x5) ∧ (x8 ∨ ¬x4 ∨ ¬x6) ∧ (x5 ∨ x6) ∧ . . .

σ = {x8
d
=0@2}

xi
d
=k@1 x8

d
=0@2

Conf x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 . . .

Reason -
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Análisis de conflictos [63]
F =ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 ∧ ω4 ∧ ω5 ∧ ω6 ∧ · · · =

=(x1 ∨ x7 ∨ ¬x2) ∧ (x1 ∨ ¬x3) ∧ (x2 ∨ x3 ∨ x4)

∧ (¬x4 ∨ ¬x5) ∧ (x8 ∨ ¬x4 ∨ ¬x6) ∧ (x5 ∨ x6) ∧ . . .

σ = {x8
d
=0@2 , x7

d
=0@3}

xi
d
=k@1 x8

d
=0@2

x7
d
=0@3

Conf x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 . . .

Reason - -
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Análisis de conflictos [63]
F =ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 ∧ ω4 ∧ ω5 ∧ ω6 ∧ · · · =

=(x1 ∨ x7 ∨ ¬x2) ∧ (x1 ∨ ¬x3) ∧ (x2 ∨ x3 ∨ x4)

∧ (¬x4 ∨ ¬x5) ∧ (x8 ∨ ¬x4 ∨ ¬x6) ∧ (x5 ∨ x6) ∧ . . .

σ = {x8
d
=0@2 , x7

d
=0@3 , x1

d
=0@5}

xi
d
=k@1 x8

d
=0@2

x7
d
=0@3

xj
d
=k′@4

x1
d
=0@5

Conf x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 . . .

Reason - - -
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Análisis de conflictos [63]
F =ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 ∧ ω4 ∧ ω5 ∧ ω6 ∧ · · · =

=(x1 ∨ x7 ∨ ¬x2) ∧ (x1 ∨ ¬x3) ∧ (x2 ∨ x3 ∨ x4)

∧ (¬x4 ∨ ¬x5) ∧ (x8 ∨ ¬x4 ∨ ¬x6) ∧ (x5 ∨ x6) ∧ . . .

σ = {x8
d
=0@2 , x7

d
=0@3 , x1

d
=0@5 , x2

UP
= 0@5}

xi
d
=k@1 x8

d
=0@2

x7
d
=0@3

xj
d
=k′@4

x1
d
=0@5

x2
UP
=0@5

ω1

ω1

Conf x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 . . .

Reason - ω1 - -
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Análisis de conflictos [63]
F =ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 ∧ ω4 ∧ ω5 ∧ ω6 ∧ · · · =

=(x1 ∨ x7 ∨ ¬x2) ∧ (x1 ∨ ¬x3) ∧ (x2 ∨ x3 ∨ x4)

∧ (¬x4 ∨ ¬x5) ∧ (x8 ∨ ¬x4 ∨ ¬x6) ∧ (x5 ∨ x6) ∧ . . .
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Introducción

Preliminares

Complejidad

Aplicaciones

Resolviendo SAT

DPLL

CDCL

SLS y SP

MaxSAT

Bibliograf́ıa

Análisis de conflictos [63]
F =ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 ∧ ω4 ∧ ω5 ∧ ω6 ∧ · · · =

=(x1 ∨ x7 ∨ ¬x2) ∧ (x1 ∨ ¬x3) ∧ (x2 ∨ x3 ∨ x4)

∧ (¬x4 ∨ ¬x5) ∧ (x8 ∨ ¬x4 ∨ ¬x6) ∧ (x5 ∨ x6) ∧ . . .

σ = {x8
d
=0@2 , x7

d
=0@3 , x1

d
=0@5 , x2

UP
= 0@5 , x3

UP
= 0@5 , x4

UP
= 1@5 , x5

UP
= 0@5 , x6

UP
= 0@5}

xi
d
=k@1 x8

d
=0@2

x7
d
=0@3

xj
d
=k′@4

x1
d
=0@5

x2
UP
=0@5

ω1

ω1

x3
UP
=0@5

ω2
x4

UP
=1@5

ω3

ω3

x5
UP
=0@5

ω4

x6
UP
=0@5

ω5

ω5

Conf x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 . . .

Reason - ω1 ω2 ω3 ω4 ω5 - -



SAT
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Grafo de implicaciones del conflicto

◮ Se construye a partir del conflicto hacia atrás:
1. Comenzar con una pila/lista vaćıa
2. Apilar literales de la cláusula en conflicto
3. Mientras la pila no esté vaćıa:

3.1 Desapilar literal
3.2 Si se asignó por UP, apilar literales de su reason

3.3 (Si se asignó por decisión, continue)

◮ Cada vez que (3.2): resolución. Por eso CDCL
implementa resolución (resolvente: consecuencia
lógica de la fórmula)

◮ Si se conserva (se aprende), se evita repetir el mismo
conflicto  pruning!

◮ Pero muchas posibles cláusulas aprendidas en cada
conflicto  explosión en memoria
Entonces aprender sólo 1. ¿Cuál?

◮ 1-UIP [63]: primera cláusula que contiene un único
literal del nivel de decisión del conflicto
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Conf x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 . . .

Reason ω6 - ω1 ω2 ω3 ω4 ω5 - -

Var. Rea. Cl. Aprendida #lit(dl=5)

- - ω6 = (x5 ∨ x6) 2 Conflicto
x5 ω4 (x6 ∨ ¬x4) 2
x6 ω5 (¬x4 ∨ x8) 1
x4 ω3 (x8 ∨ x2 ∨ x3) 2
x2 ω1 (x8 ∨ x3 ∨ x1 ∨ x7) 2
x3 ω2 (x8 ∨ x1 ∨ x7) 1
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Introducción

Preliminares

Complejidad

Aplicaciones

Resolviendo SAT

DPLL

CDCL

SLS y SP

MaxSAT

Bibliograf́ıa

Aprendizaje de cláusulas [63]
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Introducción

Preliminares

Complejidad

Aplicaciones

Resolviendo SAT

DPLL

CDCL

SLS y SP

MaxSAT

Bibliograf́ıa

Aprendizaje de cláusulas [63]
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Aprendizaje de cláusulas [63]
F = ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 ∧ ω4 ∧ ω5 ∧ ω6 ∧ · · · =

= (x1 ∨ x7 ∨ ¬x2) ∧ (x1 ∨ ¬x3) ∧ (x2 ∨ x3 ∨ x4)

∧ (¬x4 ∨ ¬x5) ∧ (x8 ∨ ¬x4 ∨ ¬x6) ∧ (x5 ∨ x6) ∧ . . .

σ = {x8
d
=0@2 , x7

d
=0@3 , x1

d
=0@5 , x2

UP
= 0@5 , x3

UP
= 0@5 , x4

UP
= 1@5 , x5

UP
= 0@5 , x6

UP
= 0@5}

Conf x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 . . .

Reason ω6 - ω1 ω2 ω3 ω4 ω5 - -

Var. Rea. Cl. Aprendida #lit(dl=5)

- - ω6 = (x5 ∨ x6) 2 Conflicto
x5 ω4 (x6 ∨ ¬x4) 2
x6 ω5 (¬x4 ∨ x8) 1 1-UIP [63]
x4 ω3 (x8 ∨ x2 ∨ x3) 2
x2 ω1 (x8 ∨ x3 ∨ x1 ∨ x7) 2
x3 ω2 (x8 ∨ x1 ∨ x7) 1
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Aprendizaje de cláusulas [63]
F = ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 ∧ ω4 ∧ ω5 ∧ ω6 ∧ · · · =

= (x1 ∨ x7 ∨ ¬x2) ∧ (x1 ∨ ¬x3) ∧ (x2 ∨ x3 ∨ x4)

∧ (¬x4 ∨ ¬x5) ∧ (x8 ∨ ¬x4 ∨ ¬x6) ∧ (x5 ∨ x6) ∧ . . .

σ = {x8
d
=0@2 , x7

d
=0@3 , x1

d
=0@5 , x2

UP
= 0@5 , x3

UP
= 0@5 , x4

UP
= 1@5 , x5

UP
= 0@5 , x6

UP
= 0@5}

Conf x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 . . .

Reason ω6 - ω1 ω2 ω3 ω4 ω5 - -

Var. Rea. Cl. Aprendida #lit(dl=5)

- - ω6 = (x5 ∨ x6) 2 Conflicto
x5 ω4 (x6 ∨ ¬x4) 2
x6 ω5 (¬x4 ∨ x8) 1 1-UIP [63]
x4 ω3 (x8 ∨ x2 ∨ x3) 2
x2 ω1 (x8 ∨ x3 ∨ x1 ∨ x7) 2
x3 ω2 (x8 ∨ x1 ∨ x7) 1
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Cláusula aprendida

◮ Los UIP es un dominador del grafo de implicaciones

◮ Se elige el 1UIP ya que habitualmente es la cláusula
más corta

◮ Normalmente se minimiza (clause minimization) [63]

x8
d
=0@2

x7
d
=0@3

x1
d
=0@5

x2
UP
=0@5

ω1

ω1

x3
UP
=0@5

ω2
x4

UP
=1@5

ω3

ω3

x5
UP
=0@5

ω4

x6
UP
=0@5

ω5

ω5

⊥

ω6

ω6
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Cláusula aprendida

◮ Los UIP es un dominador del grafo de implicaciones

◮ Se elige el 1UIP ya que habitualmente es la cláusula
más corta

◮ Normalmente se minimiza (clause minimization) [63]
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Cláusula aprendida

◮ Los UIP es un dominador del grafo de implicaciones

◮ Se elige el 1UIP ya que habitualmente es la cláusula
más corta

◮ Normalmente se minimiza (clause minimization) [63]
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Cláusula aprendida

◮ Los UIP es un dominador del grafo de implicaciones

◮ Se elige el 1UIP ya que habitualmente es la cláusula
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Cláusula aprendida

◮ Los UIP es un dominador del grafo de implicaciones

◮ Se elige el 1UIP ya que habitualmente es la cláusula
más corta

◮ Normalmente se minimiza (clause minimization) [63]
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Backjumping

◮ Backtracking no cronológico: backjumping [63]

F = ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 ∧ ω4 ∧ ω5 ∧ ω6 ∧ · · · =

= (x1 ∨ x7 ∨ ¬x2) ∧ (x1 ∨ ¬x3) ∧ (x2 ∨ x3 ∨ x4)

∧ (¬x4 ∨ ¬x5) ∧ (x8 ∨ ¬x4 ∨ ¬x6) ∧ (x5 ∨ x6) ∧ . . .

σ = {x8
d
=0@2 , x7

d
=0@3 , x1

d
=0@5 , x2

UP
= 0@5 , x3

UP
= 0@5 , x4

UP
= 1@5 , x5

UP
= 0@5 , x6

UP
= 0@5}

Cláusula aprendida: ω′ = (¬x4 ∨ x8)

◮ En ω′: sólo un lit. ld del nivel dec. del conflicto

◮ Backtracking: 2nd nivel decisión más grande en ω′

σ = {x8
d
=0@2}

◮ Consecuencia: ld se propaga (asserting literal)

σ = {x8
d
=0@2 , x4

UP
= 0@2}
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Two-watched literals

◮ Aprender cláusulas (CL) evita repetir conflictos, pero...

◮ ... el coste de UP (lineal) aumenta

◮ ... y se vuelve inasumible en la práctica

◮ Solución: Estructura de datos “ligera”:
Two-Watched Literals [52]

◮ Para cada cláusula dos punteros a sus literales
◮ Si alguno satisface la cláusula  OK
◮ Si ambos literales están inasignados  OK
◮ Si sólo uno está inasignado  UP
◮ Si ninguno está inasignado  conflicto!
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Heuŕıstica y Borrado de cláusulas

◮ Aprender cláusulas (CL) evita repetir conflictos, pero...

◮ ... el consumo en memoria es inasumible
◮ Solución: Borrado de cláusulas

◮ Clave: medir la utilidad de cada cláusula aprendida
◮ Literal Block Distance: LBD [13]

◮ Pero entonces repetiremos conflictos anteriores...

◮ ... excepto si se explora ese espacio antes de borrarlas
◮ Solución: Heuŕısticas de actividad: VSIDS [52]

◮ Cada variable en un conflicto aumenta su actividad
◮ La heuŕıstica elige la variable más activa

◮ CL [63] + VSIDS [52] + LBD [13] se complementan

◮ . . . ... pero a veces no es suficiente! Hacen falta
restarts [37]
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Restarts

◮ El orden de las decisión afecta a la longitud de la rama
que se está explorando

◮ Existen ramas exponencialmente largas

◮ Algunos problemas se pueden resolver sin necesidad de
explorar estas ramas

◮ Se puede “comenzar” la búsqueda por ramas cortas

◮ Solución: reiniciar la búsqueda = Restarts [37]
◮ Restarts periódicos (Luby) vs Restarts adaptativos

(LBD-based)
◮ Condición de completitud: la frecuencia entre restarts

debe ser creciente
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Preprocessing y Inprocessing

◮ Existen dependencias entre variables y entre cláusulas
◮ Ej: variable que representa salida de puerta lógica cuya

entrada son otras variables
◮ Ej: cláusulas subsumidas por otras

◮ Si se detectan estas dependencias, se reduce el tamaño
del problema

◮ Por tanto, se podrá resolver más rápido!

◮ Preprocessing [29]: detección previa a la búsqueda

◮ Inprocessing [43]: detección durante la búsqueda
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CDCL: Un sistema complejo

◮ CDCL resulta relativamente eficiente en la práctica

◮ Se puede ver en los resultados de las SAT Competitions
anuales

◮ A d́ıa de hoy, no entendemos porqué

◮ MiniSat: 10 parámetros
◮ Glucose: 20 parámetros
◮ Lingeling: >300 parámetros

◮ Para cada componente del algoritmo:
◮ Es fácil conocer los efectos sobre un estado
◮ Es impredecible saber cuándo se activan

(muchas dependencias entre componentes)
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Métodos incompletos (1)

◮ Los métodos incompletos no demuestran UNSAT

◮ Tampoco garantizan encontrar SAT

◮ Pero en muchos casos śı encuentran un satisfying

assignment (modelo)

◮ Normalmente lo hacen muy rápido

◮ A menudo, merece la pena hacer una ejecución rápida
(con un timeout corto) antes de lanzar métodos más
costosos
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Jesús Giráldez Crú
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Métodos incompletos (2)

◮ SLS: Stochastic Local Search [58, 57]
◮ Basados en random walk
◮ Búsqueda aleatoria en el espaccio de soluciones,

normalmente guiada

◮ SP: Survey Propagation [18]
◮ Método de f́ısica estad́ıstica
◮ Spin glasses

◮ NeuroSAT [60, 59, 61]
◮ Método basado en Redes Neuronales
◮ Usa una arquitectura con:

◮ Long Short-Term Memory (LSTM)
◮ Multilayer Perceptrons
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GSAT [58]

1. Asignación aleatoria de variables

2. Si satisface la fórmula, terminar

3. Si no, computar la variable que produce mayor mejora y
cambiar su polaridad (“flip”)

◮ Mejora = mayor incremento de cláusulas satisfechas

4. Repetir (2) hasta MAX-FLIPS

5. Repetir (1) hasta MAX-TRIES
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GSAT [58]

1. Asignación aleatoria de variables

2. Si satisface la fórmula, terminar

3. Si no, computar la variable que produce mayor mejora y
cambiar su polaridad (“flip”)

◮ Mejora = mayor incremento de cláusulas satisfechas

4. Repetir (2) hasta MAX-FLIPS

5. Repetir (1) hasta MAX-TRIES

F=(x1∨x2∨x3)∧(¬x1∨x2)∧(¬x1∨¬x2∨x3)∧(¬x3)

x1 x2 x3 ω1 ω2 ω3 ω4 F

Asignación inicial: ⊥ ⊥ ⊥
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GSAT [58]

1. Asignación aleatoria de variables

2. Si satisface la fórmula, terminar

3. Si no, computar la variable que produce mayor mejora y
cambiar su polaridad (“flip”)

◮ Mejora = mayor incremento de cláusulas satisfechas

4. Repetir (2) hasta MAX-FLIPS

5. Repetir (1) hasta MAX-TRIES

F=(x1∨x2∨x3)∧(¬x1∨x2)∧(¬x1∨¬x2∨x3)∧(¬x3)

x1 x2 x3 ω1 ω2 ω3 ω4 F

Asignación inicial: ⊥ ⊥ ⊥

SAT? No Śı Śı Śı No
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Jesús Giráldez Crú
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GSAT [58]

1. Asignación aleatoria de variables

2. Si satisface la fórmula, terminar

3. Si no, computar la variable que produce mayor mejora y
cambiar su polaridad (“flip”)

◮ Mejora = mayor incremento de cláusulas satisfechas

4. Repetir (2) hasta MAX-FLIPS

5. Repetir (1) hasta MAX-TRIES

F=(x1∨x2∨x3)∧(¬x1∨x2)∧(¬x1∨¬x2∨x3)∧(¬x3)

x1 x2 x3 ω1 ω2 ω3 ω4 F

Asignación inicial: ⊥ ⊥ ⊥

SAT? No Śı Śı Śı No

Mejora: 0 1 0
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GSAT [58]

1. Asignación aleatoria de variables

2. Si satisface la fórmula, terminar

3. Si no, computar la variable que produce mayor mejora y
cambiar su polaridad (“flip”)

◮ Mejora = mayor incremento de cláusulas satisfechas

4. Repetir (2) hasta MAX-FLIPS

5. Repetir (1) hasta MAX-TRIES

F=(x1∨x2∨x3)∧(¬x1∨x2)∧(¬x1∨¬x2∨x3)∧(¬x3)

x1 x2 x3 ω1 ω2 ω3 ω4 F

Asignación inicial: ⊥ ⊥ ⊥

SAT? No Śı Śı Śı No

Mejora: 0 1 0

Flip: ⊥ ⊤ ⊥
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GSAT [58]

1. Asignación aleatoria de variables

2. Si satisface la fórmula, terminar

3. Si no, computar la variable que produce mayor mejora y
cambiar su polaridad (“flip”)

◮ Mejora = mayor incremento de cláusulas satisfechas

4. Repetir (2) hasta MAX-FLIPS

5. Repetir (1) hasta MAX-TRIES

F=(x1∨x2∨x3)∧(¬x1∨x2)∧(¬x1∨¬x2∨x3)∧(¬x3)

x1 x2 x3 ω1 ω2 ω3 ω4 F

Asignación inicial: ⊥ ⊥ ⊥

SAT? No Śı Śı Śı No

Mejora: 0 1 0

Flip: ⊥ ⊤ ⊥

SAT? Śı Śı Śı Śı Śı
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GSAT [58]

1. Asignación aleatoria de variables

2. Si satisface la fórmula, terminar

3. Si no, computar la variable que produce mayor mejora y
cambiar su polaridad (“flip”)

◮ Mejora = mayor incremento de cláusulas satisfechas

4. Repetir (2) hasta MAX-FLIPS

5. Repetir (1) hasta MAX-TRIES

F=(x1∨x2∨x3)∧(¬x1∨x2)∧(¬x1∨¬x2∨x3)∧(¬x3)

x1 x2 x3 ω1 ω2 ω3 ω4 F

Asignación inicial: ⊥ ⊥ ⊥

SAT? No Śı Śı Śı No

Mejora: 0 1 0

Flip: ⊥ ⊤ ⊥

SAT? Śı Śı Śı Śı Śı

– Fin –
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GSAT [58]

1. Asignación aleatoria de variables

2. Si satisface la fórmula, terminar

3. Si no, computar la variable que produce mayor mejora y
cambiar su polaridad (“flip”)

◮ Mejora = mayor incremento de cláusulas satisfechas

4. Repetir (2) hasta MAX-FLIPS

5. Repetir (1) hasta MAX-TRIES

◮ MAX-FLIPS pequeño para encontrar soluciones rápido
=⇒ repetir GSAT hasta MAX-TRIES

◮ MAX-FLIPS grande para explorar más espacio de
soluciones
=⇒ problema con ḿınimos locales
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WalkSAT

◮ WalkSAT [57]: Idea similar a GSAT

◮ Posibilidad de escapar de ḿınimos locales con
movimientos aleatorios

◮ Con cierta probabilidad p, seleccionar una variable
aleatoria para flip:

◮ p pequeña similar a GSAT
◮ p alto similar a MCMC
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Variantes basadas en SLS

◮ WalkSAT tiene un buen rendimiento en random k-CNF

◮ El modelo aleatorio clásico “no tiene” ḿınimos
locales

◮ No suele funcionar bien en instancias industriales

◮ ¿Relación con la estructura de las instancias?

◮ Variantes de WalkSAT para paliar estos
problemas [51, 19, 32, 64, 42]

◮ Aún aśı, su rendimiento suele ser pobre comparado
con CDCL

◮ Preguntas abiertas: ¿cómo mejorar estas técnicas
para instancias industriales?
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Survey Propagation [18]

◮ Algoritmo de paso de mensajes sobre el factor graph

F = (¬a ∨ b) ∧ (a ∨ c ∨ ¬d)

a

b

c

d

¬a ∨ b

a ∨ c ∨ ¬d

◮ Cada nodo manda mensaje a sus nodos vecinos, que
depende de los mensajes recibidos. Se repite hasta
convergencia

◮ Mensaje (o marginal): probabilidad de que un literal
pertenezca a todos los modelos
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SP en la práctica

◮ El cálculo de marginales es exacto cuando el factor
graph es un árbol

◮ En la práctica esto nunca ocurre: ciclos!

◮ Aún aśı, muy efectivo sobre fórmulas random k-CNF

◮ Resuelve fórmulas no resueltas por ningún otro
método

◮ Fórmulas cercanas al punto de transición de fase
◮ Son las fórmulas más duras conocidas

◮ Rendimiento maĺısimo en instancias industriales

◮ Preguntas abiertas: ¿se puede mejorar este método
para instancias industriales?
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MaxSAT

F = (x1 ∨ x2) ∧ (x1 ∨ ¬x2) ∧ (¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x1 ∨ ¬x2)

◮ ¿La fórmula F es SAT?

◮ No, F es UNSAT

◮ Pero... ¿cuál es el número máximo de cláusulas que se
pueden satisfacer en F?

◮ Es un problema de optimización!

◮ Versión de optimización de SAT = MaxSAT [47]...

◮ ... aunque normalmente se resuelve MinUNSAT
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Extensiones

◮ Weighted MaxSAT
◮ Cada cláusula tiene un peso (entero)
◮ Objetivo: minimizar la suma de los pesos de las

cláusulas violadas

◮ Partial MaxSAT
◮ Cláusulas hard: no se pueden violar
◮ Cláusulas soft: es posible violarlas
◮ Objetivo: satisfacer todas las cláusulas hard y

minimizar el número de cláusulas soft violadas

◮ Se puede modelar con WMSAT, donde w(hard) = ∞
◮ En la práctica, ∞ = 1 + sum(w(soft))

◮ Weighted Partial MaxSAT
◮ Combinación de ambos
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Introducción

Preliminares

Complejidad

Aplicaciones

Resolviendo SAT

DPLL

CDCL

SLS y SP

MaxSAT

Bibliograf́ıa

Ejemplo: Vertex Coloring

Un grafo G(V,A) tiene una N-coloración?

F =
(xi1 ∨ xi2 ∨ · · · ∨ xiN) ∀i∈V

(xij → ¬xij ′) ∀i∈V ,1≤j ,j ′≤N

(xi1 → ¬xj1) ∧ · · · ∧ (xiN → ¬xjN) ∀i∈V ,〈i ,j〉∈A

Permite que los nodos tengan color undef.
¿Cuál es el ḿınimo número de nodos con color indefinido?

F ′ =
{(xi1 ∨ xi2 ∨ · · · ∨ xiN∨xi(N+1)),∞} ∀i∈V

{(xij → ¬xij ′),∞} ∀i∈V ,1≤j ,j ′≤N+1

{(xi1 → ¬xj1) ∧ · · · ∧ (xiN → ¬xjN),∞} ∀i∈V ,〈i ,j〉∈A

{¬xi(N+1), 1} ∀i∈V
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Resolver MaxSAT

◮ Métodos aproximados (incompletos)

◮ Branch and Bound

◮ Métodos SAT-based [7, 49, 50]
◮ Llamadas iterativas a un SAT solver
◮ Ej: llamada inicial con hard  cota superior de la

solución + sucesivas llamadas para mejorar esta cota
◮ Aprovechan el buen rendimiento de CDCL

(especialmente en instancias industriales)
◮ Métodos SAT-UNSAT y métodos UNSAT-SAT

◮ Elemento cŕıtico: codificación del problema

◮ Estrategia de resolución: depende del problema

◮ Problemas relacionados: reparación de soluciones
(robustez)
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Introducción

Preliminares

Complejidad

Aplicaciones

Resolviendo SAT

DPLL

CDCL

SLS y SP

MaxSAT

Bibliograf́ıa

Referencias IX

[22] M. Clegg, J. Edmonds, and R. Impagliazzo.
Using the Groebner basis algorithm to find proofs of
unsatisfiability.
In Proceedings of the Twenty-Eighth Annual ACM

Symposium on the Theory of Computing, Philadelphia,

Pennsylvania, USA, May 22-24, 1996, pages 174–183,
1996.

[23] S. A. Cook.
The complexity of theorem-proving procedures.
In Proceedings of the Third Annual ACM Symposium

on Theory of Computing, STOC ’71, pages 151–158,
New York, NY, USA, 1971. ACM.

[24] W. J. Cook, C. R. Coullard, and G. Turán.
On the complexity of cutting-plane proofs.
Discrete Applied Mathematics, 18(1):25–38, 1987.



SAT
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Introducción

Preliminares

Complejidad

Aplicaciones

Resolviendo SAT

DPLL

CDCL

SLS y SP

MaxSAT

Bibliograf́ıa

Referencias X

[25] A. Darwiche and K. Pipatsrisawat.
Complete algorithms.
In Biere et al. [16], pages 99–130.

[26] M. Davis, G. Logemann, and D. Loveland.
A machine program for theorem-proving.
Commun. ACM, 5(7):394–397, July 1962.

[27] M. Davis and H. Putnam.
A computing procedure for quantification theory.
J. ACM, 7(3):201–215, 1960.



SAT
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Jesús Giráldez Crú
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Jesús Giráldez Crú
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Jesús Giráldez Crú

Introducción

Preliminares

Complejidad

Aplicaciones

Resolviendo SAT

DPLL

CDCL

SLS y SP

MaxSAT

Bibliograf́ıa

Referencias XXVI

[64] J. Thornton, D. N. Pham, S. Bain, and V. F. Jr.
Additive versus multiplicative clause weighting for SAT.
In Proceedings of the Nineteenth National Conference

on Artificial Intelligence, Sixteenth Conference on

Innovative Applications of Artificial Intelligence, July

25-29, 2004, San Jose, California, USA, pages 191–196,
2004.

[65] M. Vinyals, J. Elffers, J. Giráldez-Cru, S. Gocht, and
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