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The aim of this paper is to describe the application of the Grobner bases to auto-
mated theorem proving in Many—Valued Logic

INTRODUCCION

El objetivo de la comunicacion es presentar una aplicacion de las bases de Grobner
a la demostracion automatica en légicas proposicionales polivalentes.

La estructura de la comunicacién es la siguiente: En la seccién 1, recordamos
conceptos sintacticos y semanticos de las logicas polivalentes. A continuacién, reducimos
el problema de la validez en 16gicas polivalentes al de pertenencia a un ideal (seccién 2)
y al de célculo de una base de Grobner (seccién 3). Finalmente, en la seccién 4 damos
algoritmos para resolver los anteriores problemas.

1 LOGICAS POLIVALENTES

1.1 Notaciones. En lo que sigue:

(1) n, s son dos niimeros enteros positivos.

(2) {X1,...,X,} es un conjunto cuyos elementos se interpretaran como variables
proposicionales.

(3) {f1,..., fs} es un conjunto, disjunto con {Xy,..., X}, cuyos elementos se inter-
pretaran como conectivas.

(4) Para cada j € {1,...,s}, 6(j) es un nimero entero positivo que se interpretard
como la aridad de la conectiva f;.

1.2 Definicién. El conjunto P(Xy,..., X,,) de las proposiciones en las variables X1, ..., X, |}
y las conectivas f1,..., fs se define recursivamente por:
(1) Paratodoie {1,...,n}, X; € P(Xy,...,X,).
(2) Sije{l,....,s}y A1,..., A5 € P(X1,...,X,), entonces fj(A1,...,A53;)) €
P(X1,...,X,).

1.3 Notaciones. En lo que sigue:
(1) Usaremos las letras A, B (posiblemente con subindices) como variables para
proposiciones.
(2) p es un nimero primo.
(3) Z, es el cuerpo de los enteros médulo p, cuyos elementos se interpretardan como
valores de verdad. En particular, 0 se interpretara como falso y 1 como ver-
dadero.



(4) Para cada j € {1,...,s}, H; es una aplicacién de Zg(j) en Z, que se interpretard
como la tabla de verdad de la conectiva f;.

1.4 Ejemplo. En el sistema trivalente de Lukasiewicz, L3, p = 3; 2 se interpreta como inde-
terminado; las conectivas son f; = — (negacién), fo = { (posibilidad), f3 = L (necesidad),
fa =V (disyuncién), f5 = A (conjuncién), fg =— (implicacién) y f; =« (equivalencia);
las aridades son 6(1) = 6(2) =0(3) =1, 0(4) = --- = 6(7) = 2; y las tablas de verdad son
las funciones H; definidas por

a b Hy(a,b) Hs(a,b) Hg(a,b) Hr7(a,b)
0 0 0 0 1 1
0 1 1 0 1 0
a Hi(a) Hz(a) Hs(a) 0 2 2 0 1 2
0 1 0 0 1 0 1 0 0 0
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 1 0 1 2 1 2 2 2
2 0 2 0 2 2
2 1 1 2 1 2
2 2 2 2 1 1
1.5 Definiciones.
(1) Una valoracién es una aplicacién v : {X1,..., X,,} — Z,.
(2) Para cada valoracién v se define ¢ : P(X1,...,X,,) — Z, recursivamente por:
v(A), siAe{Xy,....,Xn}

A
o(4) {Hj(@(A1)7...,@(A5(j))), siAes fi(Ar,. .., As)).

(3) A es una tautologia, = A, si para toda valoracién v, 0(A) = 1.
(4) A es una consecuencia tautolégica de {Bi,...,Bn}, {B1,...,Bn} = A, si
para toda valoracion v,

0(B1)=--=0(Bp)=1 = 0(4)=1.
1.6 Ejemplos. En L3 se tiene:
(2) XV-Xy (OXA(X —Y))— Y no son tautologias.
3) {OX, X =Y} QY.

1.7 Nota. El objetivo del presente trabajo consiste en resolver mediante algoritmos alge-
braicos los siguientes problemas:

e Problema 1 Dada una proposicién A, decidir si = A.

e Problema 2 Dada una proposicién Ag y un conjunto finito de proposiciones { Ay, ..., A}
decidir si {A17 .. 7Am} ): AQ.



2 TAUTOLOGIAS E IDEALES

2.1 Notacion. En lo que sigue:
(1) Z,[X1,...,X,] es el anillo de polinomios en las indeterminadas X,..., X, y con
coeficientes en Z,,.
(2) Usaremos las letras p, g, r (posiblemente con subindices) como variables para
polinomios.
(3) Usaremos las letras F', G (posiblemente con subindices) como variables para con-
juntos de polinomios distintos de cero.

2.2 Definicién. Para cada valoracién v, v* : Z,[ X1, ..., X,] — Z, es el inico homomorfismo
tal que v*(X;) = v(X;), para todo i € {1,...,n}.

2.3 Definicién.
(1) Para cada conectiva f; se define la aplicacién

0 Zp[X1,..., X,V = Z,[X1,..., X,]
por

0;(q1s---,9505)) = Z Hj(iv, .. i) Lin (1) - - - Lis5) (d5(5))

Oﬁla(g)ﬁp—l

donde Lo(q) =1 —q¢?~t y Li(q) = Lo(q — i) parai € {1,...,p— 1}.
(2) La aplicacién 0 : P(X;y,...,X,) — Z,[X1,...,X,] esta definida por:

Q(A)_{A, siAe{Xy,..., X}
9]'(9(A1), . .,9<A5(j))), si Aes fj(Al, NN ,A(;(j)).

01(q) =2q+1,

02(q) =¢>

03(¢) =2¢*+2,

04(q1, q2)= 2¢343 + q1Q2 +q143 + (12 + @1 + @2,
05(q1,92)= 4103 + 2q3q2 + 26165 + 2q1 42,

O6(q1,q2)= G105 + 243q2 + 2145 + 2q1g2 + 2q1 + 1,
07(q1,q2)= 24343 + G342 + (1G5 + q1q2 + 2q1 + 2g2 + 1

2.5 Lema. Para toda valoracién v, v = v* o 6.
Demostracion: Por induccién sobre la longitud de las proposiciones. |
2.6 Definicién. El ideal engendrado por F' = {q1,...,qm} es

m

I(F) = {Zriqi 7 € Zp[Xl,...,Xn]}

=1
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Escribiremos (g1, - .., qm) en lugar de I({q1,...,qm}).

2.7 Lema. Si I = (X? - X;,...,X? — X,,), entonces son equivalentes:

(a) g€ 1.
(b) Para toda valoracién v, v*(g) = 0.

Demostracion:
(a) = (b): Por el Primer Teorema de Fermat.
(b) = (a): Por induccién sobre n. 1

2.8 Teorema. Sea A € P(X4,...,X,,). Entonces
FA — 60A)-1e(X?-Xq,...,XE-X,)

Demostracion:
FA < (Y)[ov(4) =1] [por 1.5]
—  (Vo)[v*(0(4)) =1] [por 2.5]
= (Vo) (0(A) —1) = 0]
— A —-1e(XP-Xy,...,XP—X,) [por2.7] 1

2.9 Lema. Sean qo,q1,-..Gm € Zy[X1,...,X,]. Son equivalentes:
(a) Para toda valoracién v,

v (q1)=-=v"(gm) =0 = v*(q) =0.
(b) Para toda valoracién v,
v((go+q+ +am)(@) T = 1) (¢t —1)) =0.

(© (o+q+-+an)(@™ =1 (g —1) € (X7 — X1,..., XE— X,,).
(d) qo € (ql,...,qm,Xf—X17...,X£—Xn).

Demostracion:
(a) = (b): Por ser v* homomorfismo y por el Primer Teorema de Fermat.
(b) = (c): Por el Lema 2.7.
(¢) = (d): Trivial.

(d) = (a): Por el Primer Teorema de Fermat.

2.10 Teorema. Sean Ay, Ay,..., A, € P(Xy,...,X,). Son equivalentes:

(a) {Al, ce ,Am} ': Ao.
(b) 6(Ag) — 1€ (B(A1) —1,...,0(An) — 1, X7 — X1,..., XP — X,,).

) Y (0(A) =)D 04)" € (XF - X1,..., X8 - X,).
i=0 j=1k=1
Demostracion: (a) <= (b): Por 1.5, 2.5 y 2.9, se tiene
{Al,... m} |— Ay —
= (W)o(A) = =0(An) =1 0(Ag) = 1]
— (M) (A1) =--=v*(0(4n)) =1 = v*(0(4y)) =1]
— M)[v*(0(41)—-1)=--=v*0(4n)—-1)=0 = v*(0(Ay) —1)=0]
— 0(Ay)—1€(0(A1) -1 0(A,)—1,XV —Xy,..., XP - X,,)

(
(b) <= (c): Por el Lema 2.9. 1



2.11 Nota. Mediante los Teoremas 2.8 y 2.10, los Problemas de la Nota 1.7 se reducen al
siguiente:

e Problema 3 Dado un conjunto finito de polinomios {q, ..., ¢x»} y un polinomio gy
, decidir si qo € (q1,---,qm)-

3 IDEALES Y BASES DE GROBNER

3.1 Notaciéon. En lo que sigue:
(1) Usaremos la letra a (posiblemente con subindices) como variable para términos
(i.e. polinomios de la forma X7 ... X%").

(2) Usaremos la letra u (posiblemente con subindices) como variable para elementos
de Z,.

3.2 Definicién. En el conjunto de los términos de Z,[ X, ..., X, ] se define la relacién >
por:
X0 X0 >p XPU XBn gyss

a4+ Fa, >0+ +8, 6

a1+ +a, = 514— . —|—ﬁn y (32 € {1, - ,TL})[OQ‘ > ﬁl/\<v3)[1 < j <9 — o5 = ﬁj]]

3.3 Definicién. Sea ¢ un polinomio distinto de cero.
(1) Para cada término a, coef(a, q), representa el coeficiente de a en q.
(2) El término lider de ¢, TL(q), es el mayor término a (respecto de >7) tal que
coef(a, q) # 0.
(3) El coeficiente lider de g es CL(q) = coef(TL(q), q).
(4) El resto de ¢ es R(q) = ¢ — CL(q)TL(q).

3.4 Definicion. Sea ¢ un polinomio distinto de cero, F' un conjunto de polinomios distintos
de cero y a un término.
(1) p(q,a) : Zy[ X1, ..., X,] — Zp[Xy,. .., X,] estd definida por:

_ coef(aTL(q), )

p(g,a)(r) =r aq.
CL(q)
(2) 11 —q,a r2 sl 2 = p(g, a)(r1) # 71
(3) 11 —4 72 si existe un término a tal que 11 — 4.4 2.
(4) 7 —F 7o si existe un ¢ € F tal que ri — ro.
(5) 1 —~prosiexisten ke Nyqo,...,qn € Z,X1,...,X,] tales que

"n=q —Frq1 —F ' —F 4k =T2.

3.5 Definicién. Sea F' un conjunto finito de polinomios distintos de cero.
(1) ¢ es reducible (respecto de F') si existe un r tal que ¢ — ¢ r; en caso contrario,
se dice que ¢ es irreducible (respecto de F).
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(2) ¢ es una forma irreducible (respecto de F') de r si ¢ es irreducible respecto de
Fyr—rpaq.

3.6 Nota. Dado un conjunto finito F' de polinomios distintos de cero, cada polinomio tiene
al menos una forma irreducible respecto de F'; pero puede tener méas de una (ver ejemplo

en 4.1.2).

3.7 Definicién. Un conjunto finito F' de polinomios distintos de cero es una base de
Grobner si cada polinomio tiene una unica forma irreducible respecto de F'.

3.8 Teorema (Buchberger, 1976). Si F' es una base de Grobner, entonces
I(F)={q€Z,[X1,...,X,]: ¢ —F 0}.

3.9 Nota. Mediante el Teorema anterior, el Problema 3 de la Nota 2.11 se reduce a los
siguientes:

e Problema 4 Dado un conjunto finito F' de polinomios distintos de cero y un poli-
nomio ¢, calcular una forma irreducible de q respecto de F.

e Problema 5 Dado un conjunto finito F' de polinomios distintos de cero, calcular
una base de Grobner G tal que I(G) = I(F).

4 ALGORITMOS Y EJEMPLOS

4.1 Algoritmo de forma normal

4.1.1 Algoritmo. (de forma normal para el Problema 4)
Entrada: Un conjunto finito F' = {q1,...,¢n} de polinomios distintos de cero y
un polinomio ¢ = uia; + - -+ + ugag
Salida: Una forma irreducible de ¢ respecto de F'.
Procedimiento: F'N(q, F)
1:=1
mientras—que i < m
j:=1
mientras—que j < k
si TL(g;) divide a a;
Uja;
entonces F'IN (q CL(g) TL(g) qi, F)
en—otro—caso j:=j+ 1
1i=1+1
devolver ¢
4.1.2 Ejemplo. En Z3[X,Y] se consideran el conjunto F' = {q; = X% — 1,q» = X?Y? +
2X2%Y +2XY?2 +2XY +2X,q3 = X? — X, qu = Y> —Y}. Entonces FN(X3Y3 F) =
XY, pero XY no es la tnica forma irreducible de X3Y3 respecto de F' (por ejemplo,
XY?2+4+Y?+2Y es otra). Por tanto, F no es una base de Grébner.

4.1.3 Nota. Es facil de comprobar que el algoritmo anterior termina y es correcto.



4.2 Algoritmo de base de Grobner

4.2.1 Definiciéon. Sean g1, g2 dos polinomios distintos de cero. El S-polinomio de ¢; y ¢

es
r r

a1
aiuy asu

S(CJ17(I2) = 2Q27

donde a; = CL(q;), u; = TL(gq;) y r = mem(uq, uz).

4.2.2 Algoritmo. (de base de Grébner para el Problema 5)

Entrada: Un conjunto finito F' = {q1,...,q¢n} de polinomios distintos de cero.
Salida:  Una base de Grébner G tal que I(G) = I(F).

Procedimiento: BG(F)

(Vi€ {1,...,m}) {7“7: = Cﬁ’{'qi)}

G:={r,:ie{l,...,m}}
G := Reduce(G) [Supongamos que G = {q,...,q;}|
B:={(q,q;):1<i<j<k}
mientras—que B # () hacer
(¢, q;) un elemento de B
B:=B—{(¢;4j)}
r:=FN(5(q;, ¢5), G)
si r # 0 entonces BG(G U {r})
devolver G

Subalgoritmo. (de reduccion)
Entrada: Un conjunto finito F' = {q1, ..., ¢n} de polinomios ménicos distintos de cero.
Salida:  Un conjunto G' de polinomios ménicos tal que I(G) = I(F) y
FN(q,G —{q}) = q para todo ¢ € G.
Procedimiento: Reduce(F)

G:=F
si (3¢ € G)[FN(¢,G —{q}) # ¢
entonces i :=inf{j € {1,...,m} : FN(q;,G —{q;}) # q¢; }
G:=G—{q}
q:=FN(q;,G)
si ¢ = 0 entonces Reduce(G)
en—otro—caso Reduce(G U {q/CL(q)})
en-otro-caso devolver G

4.2.3 Ejemplo. Vamos a aplicar el algoritmo de bases de Grobner al conjunto F' del Ejemplo
4.1.2:

En primer lugar aplicamos el algoritmo de reduccién y obtenemos G = {q; =
X2 =1,¢=Y>-Y,q5 = XY’ + XY +2Y? + X + Y} y B = {(¢1, %), (41, 43), (42, 43) }-
Elegimos (¢},q5) € B y calculamos r = FN(S(q},¢5),G) = XY +2X + Y + 2. Puesto
que r # 0, tenemos que calcular BG({¢}, ¢4, ¢5,r}). Al aplicar el algoritmo de reduccién
se obtiene G = {¢} = X%2 —1,¢5 = XY +2X +Y +2,¢5 = Y2 + 2}. Puesto que,
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FN(S(¢1,45),G) =0, FN(S(¢},45),G) =0, FN(S(d¢5,q5),G) = 0, se tiene que BG(F') =
(X2 - 1,XY +2X +Y +2,Y2 4+ 2}.

4.2.4 Teorema. El algoritmo de la base de Grobner es correcto.

Demostracion (Esquema): La terminacién se demuestra a partir del teorema de la base de
Hilbert y la correccién parcial a partir del siguiente teorema:s:
Teorema (Buchberger) G es una base de Grobner syss para todo ¢1,¢q2 € G,

S(q1,q2) ——¢ 0.

4.3 Algoritmos de validez
4.3.1 Algoritmo. (de deduccién)

Entrada: Una proposicién Ag y un conjunto finito I' = {A;,..., 4,,} de proposiciones.
Salida:  “S”7,si ' = Ag; “NO”, en caso contrario.
Procedimiento:

G:=BG(({0(A;) —1:1<i<m}U{X’-X,;:1<i<n})—{0})
q:=FN((Ay) —1,G)
si ¢ = 0 entonces devolver “S"”
en—otro—caso devolver “NO”
4.3.2 Teorema. El algoritmo de deduccién es correcto.
Demostracion: Sean F = {6(A;)—1,...,0(A,)—1, X7 -X4,...,XP-X,} yG = BG(F—
{0}).

r )Z Ay — 9(140) —1e€ ]( ) [pOI‘ 210]
— 0(Ay) —1¢€ I( ) [por 4.2.4]
— 0(A)-1-"450 [por 3.8]

e FN(A)-1,G) =0,
ya que F'N(0(Ap) — 1,G) es la tnica forma irreducible de 6(Ap) — 1 respecto de G. I

4.3.3 Ejemplo. Consideremos, en L3, la proposicién Ag = {Y y el conjunto I' = { Ay, Ao},
siendo A1 = 0X y Ay = X — Y. Vamos a usar el algoritmo de deduccién para decidir si

T E A

G =BG{X?*—-1,X*Y? +2X?Y +2XY? +2XY +2X, X° - X,Y* - Y}
={X? -1, XY +2X +Y +2,Y? 42},

por el Ejemplo 4.2.3. Puesto que, FN(0(Ap) —1,G) = FN(Y? — 1,G) = 0, resulta que
I' = Ap.

4.3.4 Algoritmo. (de validez)
Entrada: Una proposicién A.

Salida:  “S”7, si = A; “NO”, en caso contrario.
Procedimiento:
G:={X-X;:1<i<n}
qg:=FN(@{@(A) —1,G)
si ¢ = 0 entonces devolver “S’”
en—otro—caso devolver “NO”



4.3.5 Teorema. El algoritmo de validez es correcto.

Demostracion: Anéloga a la del Teorema 4.3.2, observando que {X? — X; : 1 <i < n} es
una base de Grobner. |

4.3.6 Ejemplo. Vamos a aplicar el algoritmo anterior para estudiar la validez en L3 de las
siguientes proposiciones: A7 = X < ==X (eliminacién de la doble negacién), Ay = XV-X
(ley del tercio excluido) y Az = (0X A (X —Y)) — QY.

Sea F' = {X3 — X}. Puesto que, FN(0(A;) —1,F) = FN(2X* +2X3 + X% +
X,F)=0,FN(0(A3)—1,F) = FN(2X*4+2X34+2X,F) =2X?+ X y FN(0(A3)—1,F) =
X?2Y2 +2X2 +2XY?2+ X +1, resulta que A; es una tautologia de Lz y Ay, Az no lo son.

4.3.7 Algoritmo. (de deduccién. Versién 2)

Entrada: Una proposicién Ag y un conjunto finito I' = {A;, ..., A4,,} de proposiciones.
Salida:  “S””,siT' = Ag; “NO”, en caso contrario.
Procedimiento:

G ={X!-X;:1<i<n}

m m p—1
q:=FN (Z(H(Ai) - o4k, G)
i=0 j=1k=1
si ¢ = 0 entonces devolver “S’”
en—otro—caso devolver “NO”

4.3.8 Teorema. El algoritmo anterior es correcto.

Demostracion: Analoga a la del Teorema 4.3.5. i

5 IMPLEMENTACION

Los anteriores algoritmos pueden implementarse directamente en REDUCE. El
Apéndice A es un programa en REDUCE de los algoritmos 4.3.4 y 4.3.7 para la légica
trivalente de Lukasiewicz. El Apéndice B es una sesién en REDUCE usando el programa
anterior (en la que se ha subrayado los mensajes del sistema).
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Apéndice A: Légica trivalente de Lukasiewicz (Programa)

% Las conectivas se representan por NN (negacion), MM (posibilidad)
% LL (necesidad), 00 (disyuncion), YY (conjuncion), II (implicacion)
% y EE (equivalencia).

% Transformaciones de formulas en polinomios (Ejemplo 2.4)
FOR ALL X LET
NN (X) 2%X+1,
MM(X) = X*%2,
LL(X) = 2%X*x*x2 + 2x%X;
FOR ALL X,Y LET
00(X,Y) = 2*X#*k2xY**2 + X#*2xY
YY(X,Y) = X#x2%Y*%x2 + 2xXk*x2xY
ITI(X,Y) = Xk*x2kY**x2 + 2%X*%x2xY
EE(X,Y) = 2xX#x2%Y**2 + Xkx2%Y
INFIX 00, YY, II, EE;

% Algoritmo 4.3.4
PROCEDURE PRUEBA A;
BEGIN
SETMOD 3;
ON MODULAR;
FOR ALL X LET X*x3 = X;
IF A - 1 = 0 THEN <<RETURN "SI";>> ELSE <<RETURN "NO";>>;
END;

% Algoritmo 4.3.7
PROCEDURE DEDUCE;
BEGIN
OFF MODULAR;
WRITE "ESCRIBE EL NUMERO DE PREMISAS";
M:=XREAD() ;
OPERATOR A;
FOR I:=1:M DO
<<WRITE "ESCRIBE LA PREMISA ",I;A(I):=XREAD()>>;
WRITE "ESCRIBE LA CONCLUSION ";
A(0) :=XREAD() ;
FOR ALL X LET X**3 = X;
AUX:=(FOR I:=0:M SUM A(I)-1) x
(FOR J:=1:M PRODUCT FOR K:=1:2 SUM A(J)*x*K) ;
OFF MODULAR;
SETMOD 3;
ON MODULAR;
IF AUX = O THEN <<RETURN "SI";>> ELSE <<RETURN "NQO";>>;
END;

XxY*x2 + XY + X + Y,
2xXkY*kx2 + 2%X*Y,

2xXxY*kx2 + 2%XxY + 2*%X + 1,
XxY*xx2 + XY + 2%X + 2%Y + 1;

+ + + +

END;
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Apéndice B: Loégica trivalente de Lukasiewicz (Seccién)
C> REDUCE

1: IN "L3.RED"; % carga el programa del Apendice A
: PRUEBA (X EE (NN (NN X)));

: PRUEBA (X 00 (NN X));

: PRUEBA (((MM X) YY (X ITI Y)) II (MM Y)):

¢y |Z ||J> |Z |00 |UJ |[\J
o o H

5: DEDUCE ();

ESCRIBE EL NUMERQ DE PREMISAS
2;

ESCRIBE LA PREMISA 1
MM X;

ESCRIBE LA PREMISA 2
X II Y;

ESCRIBE LA CONCLUSION
MM Y;

sI

5: QUIT;
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