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a.es
Knowledge representation and automated reasoning have endlessly been, alongthe last 
enturies, aims of man. From Logi
 and Computation, Automated Dedu
-tion (A.D.) emerges as a treat of rea
hing these aims. Between the a
hievementsof A.D. ex
els the solving of some 
onje
tures in simple mathemati
al theories. InArithmeti
, whi
h plays a 
entral role in Mathemati
s, appear old and interesting
onje
tures. It is shown in this paper a system whi
h furnishes main provings inArithmeti
 and that shows a way to try unsolved problems related to this �eld.1 Introdu

i�on.Ha
ia �nales del siglo XVII, Leibniz formula dos 
uestiones que sintetizan viejas aspira-
iones del hombre:� la ne
esidad de disponer de un lenguaje universal (lingua 
hara
teristi
a) en el quepoder expresar 
ualquier idea; y� la posibilidad de me
anizar 
ualquier tipo de razonamiento (
al
ulus ratio
inator).Con el na
imiento de la L�ogi
a Matem�ati
a moderna, en 1847, 
on los trabajos de G.Boole y A. De Morgan, apare
e un primer \rational 
al
ulus", en el sentido de Leibniz.Posteriormente, en 1869, S. Jevons 
onstruye una m�aquina para veri�
ar identidadesbooleanas.La publi
a
i�on en 1879 de los Begri�ss
hrift por parte de G. Frege, mar
a el ini-
io de la formaliza
i�on de la L�ogi
a. Di
ho texto se 
onsidera pre
ursor no s�olo de lossistemas a
tuales de L�ogi
a Matem�ati
a sino tambi�en de todos los lenguajes formales.Parad�oji
amente, a pesar de su importan
ia, estos trabajos pasaron desaper
ibidos.Independientemente, G. Peano publi
a en 1889 sus Arithmeti
es Prin
ipia en el queutiliza una nueva nota
i�on simb�oli
a para formalizar la teor��a de n�umeros que R. Dedekindpresent�o el a~no anterior. La Aritm�eti
a de Peano (PA) es una teor��a de primer orden quere
oge las propiedades de los n�umeros naturales.1



A prin
ipios del presente siglo, D. Hilbert propone usar las ideas de Frege y Peano parafundamentar las Matem�ati
as. En 1910, B. Russell y A. Whitehead publi
an el primervolumen de sus Prin
ipia Mathemati
a en la l��nea propuesta por Hilbert.La primera 
uesti�on formulada por Leibniz, la ne
esidad de 
onstruir un lenguajeuniversal, empezaba a tener respuestas par
ialmente satisfa
torias 
on los lenguajes for-males. Ha
ia �nales de los 
in
uenta, 
on la irrup
i�on de los ordenadores ele
tr�oni
os y
on el soporte de los mu
hos logros obtenidos en el 
ampo de la L�ogi
a Matem�ati
a, seretoma 
on fuerza el segundo objetivo de Leibniz: la automatiza
i�on del razonamiento,que se 
onvierte en uno de los problemas ini
iales de la Inteligen
ia Arti�
ial.En 1957, A. Newell, J.C. Shaw y H.A. Simon presentan su \m�aquina l�ogi
a" que
onsiste en un programa de ordenador 
apaz de probar 38 teoremas de la L�ogi
a proposi-
ional de los Prin
ipia Mathemati
a (tres a~nos antes, M. Davis hab��a es
rito un programapara demostrar teoremas de la Aritm�eti
a de Presburger que no fue publi
ado en sumomento). En 1960, Hao Wang 
on sus programas 
onsigui�o demostrar 9 
ap��tulos delos Prin
ipia Mathemati
a en 9 minutos, in
luyendo teoremas del 
�al
ulo de predi
adosusando el sistema dedu
tivo de Gentzen.En el mismo a~no, Gilmore presenta otra forma de tratar el problema de la dedu

i�onen la L�ogi
a de primer orden bas�andose en un resultado de Skolem y Herbrand que redu
ela demostra
i�on de una f�ormula de primer orden, F , a la de una f�ormula proposi
ional,F 0, aso
iada a ella. En esta redu

i�on apare
en dos problemas: (1) La b�usqueda de un\
andidato" proposi
ional, F 0, y (2) la demostra
i�on de F 0.El art��
ulo \A 
omputing pro
edure for quanti�
ation theory", publi
ado por M. Davisy H. Putnam en 1960, supuso un avan
e 
ualitativo en la solu
i�on del problema (2) alintrodu
ir el 
on
epto de 
l�ausula y redu
ir la demostra
i�on de primer orden al estudiode la 
onsisten
ia de 
onjuntos �nitos de 
l�ausulas proposi
ionales, propor
ionando reglasque simpli�
an di
ho estudio.Los intentos de obtener una solu
i�on satisfa
toria al problema (1) ha
en emerger el
on
epto de uni�
a
i�on, que subya
e en los trabajos de Prawitz, y 
ulmina en el trabajo \Ama
hine oriented logi
 based on the resolution prin
iple" de J.A. Robinson publi
ado en1965. En el mismo, presenta el prin
ipio de resolu
i�on en el que se 
ombina la regla de 
orteproposi
ional y la uni�
a
i�on. Este trabajo supuso un hito en la demostra
i�on autom�ati
ade teoremas y, en 
ierto modo, puede 
onsiderarse 
omo el ini
io de la dedu

i�on auto-m�ati
a.Desde enton
es se han introdu
ido diversos re�namientos del prin
ipio de resolu
i�onen
aminados a mejorar la poten
ia del mismo en 
iertos 
asos, y se han propor
ionadoestrategias para orientar el pro
eso y a
otar el espa
io de b�usqueda. Entre los re�namien-tos y estrategias, desta
amos los siguientes:{ Estrategia del 
onjunto soporte (L. Wos, D. Carson y G. Robinson, 1965).{ Hiper{resolu
i�on (J.A. Robinson, 1965).{ Demodula
i�on (L. Wos, G. Robinson, D. Carson y L. Shalla, 1967).



{ Paramodula
i�on (G. Robinson y L. Wos, 1969).{ Resolu
i�on UR y estrategia de pesos (J. M
Charen, R. Overbeek y L. Wos,1976).2 Representa
i�on de la Aritm�eti
a.2.1 El sistema de Peano.El lenguaje de la Aritm�eti
a, L, es un lenguaje de primer orden 
on igualdad que 
onstade los siguientes s��mbolos no l�ogi
os: un s��mbolo de 
onstante (0), uno de fun
i�on 1{aria(S), dos s��mbolos de fun
iones binarias (+, �) y un predi
ado binario (<).La Aritm�eti
a de Peano, PA, es la teor��a de primer orden sobre L 
uyos axiomas nol�ogi
os son, b�asi
amente, de dos tipos: los que 
orresponden a la parte no negativa de losanillos ordenados dis
retos, P�, y un esquema de axiomas de indu

i�on.Con
retamente, los axiomas no l�ogi
os son(PA1): La fun
i�on su
esor es inye
tiva.8x8y(Sx = Sy ! x = y)(PA2): El 0 no es su
esor.8x(Sx 6= 0)(PA3) y (PA4): De�ni
i�on re
ursiva de la suma.8x(0 + x = 0)8x8y(Sx + y = S(x + y))(PA5) y (PA6): De�ni
i�on re
ursiva del produ
to.8x(0 � x = 0)8x8y(Sx � y = y + x � y)(PA7): Esquema de axiomas de indu

i�on: para 
ada f�ormula '(x),'(0) ^ 8x('(x) ! '(Sx))! 8x'(x)2.2 El sistema de Peano{Quaife.A. Quaife, en su tesis do
toral de 1990, propuso una nueva representa
i�on del sistema dePeano 
on objeto de su automatiza
i�on. En adelante, nos referiremos al mismo 
omo laAritm�eti
a de Peano{Quaife, PQA.El lenguaje de la teor��a PQA es un lenguaje 
lausal de primer orden 
uyos s��mbolosno l�ogi
os son: dos s��mbolos de 
onstantes (0,1) y dos s��mbolos de fun
iones binarias (+y *).



Si A1; : : : ; An; B1; : : : ; Bm son f�ormulas at�omi
as, enton
es la expresi�onA1; : : : ; An ! B1; : : : ; Bmes una 
l�ausula que se 
orresponde 
on el 
ierre universal de la f�ormulaA1 ^ : : : ^ An ! B1 _ : : : _BmEn el 
aso n = m = 0, se obtiene la 
l�ausula va
��a (!) que se interpreta 
omo falso.La Aritm�eti
a de Peano{Quaife es una teor��a de primer orden 
on igualdad sobre ellenguaje des
rito anteriormente 
uyos axiomas son:(PQA1): La fun
i�on su
esor es inye
tiva.1 + x = 1 + y -> x = y.(PQA2): El 0 no es su
esor.x = 0 ->.(PQA3) y (QPA4): De�ni
i�on re
ursiva de la suma.-> 0 + x = x.-> (1 + x) + y = 1 + (x + y).(PQA5) y (PQA6): De�ni
i�on re
ursiva del produ
to.-> 0 * x = 0.-> (1 + x) * y = y + (x * y).(PQA7): Esquema de axiomas de indu

i�on: para 
ada f�ormula F(x),F(0) -> F(a).F(0), F(1 + a) -> F(x).(PQA8): Re
exividad de la igualdad.-> x=x.3 Razonamiento en la Aritm�eti
a.Las reglas de inferen
ia del sistema PQA son las siguientes:1. Resolu
i�on binaria: Dados los 
onjuntos �nitos de f�ormulas at�omi
as A, B, C,D y dos f�ormulas at�omi
as B y C tales que existe un uni�
ador, �, de m�aximageneralidad de B y C, la 
l�ausula (A; C ! B;D)� es una resolvente binaria de las
l�ausulas A! B; B y C; C ! D.2. Resolu
i�on UR: Dada la 
l�ausula A1; : : : ; An ! B1; : : : ; Bm, las 
l�ausulas unitariaspositivas ! C1; : : : ;! Cn y las 
l�ausulas unitarias negativas D1 !; : : : ; Dm�1 !tales que existe un uni�
ador, �, de m�axima generalidad veri�
ando Ai� = Ci� (1 �i � n) y Bj� = Dj� (1 � j � m � 1), la 
l�ausula unitaria positiva ! Bm� es unaresolvente UR de las de partida. De manera an�aloga se de�ne la resolvente UR




uya 
on
lusi�on sea de la forma Ai� ! (1 � i � n) �o ! Bj� (1 � j � m � 1),respe
tivamente.3. Hiper{resolu
i�on: Dada la 
l�ausula A1; : : : ; An ! B y las 
l�ausulas positivas! Ci; Ci (1 � i � n) tales que existe un uni�
ador, �, de m�axima generalidadveri�
ando Ai� = Ci� (1 � i � n), la 
l�ausula positiva ! (B; C1; : : : ; Cn)� es unahiper{resolvente de las dadas.4. Demodula
i�on: Dada la igualdad ! s = t y la 
l�ausula A[r℄ ! B, donde A[r℄representa un 
onjunto de f�ormulas at�omi
as que 
ontiene al t�ermino r en unaposi
i�on determinada, tales que existe un uni�
ador, �, de m�axima generalidad de ry s, diremos que la 
l�ausula (A[t℄! B)� se ha obtenido por demodula
i�on a partirde las dadas.5. Paramodula
i�on: Dadas las 
l�ausulas A ! s = t;B y C[r℄ ! D tales que existeun uni�
ador, �, de m�axima generalidad de r y s, diremos que la 
l�ausula (A; C[t℄!B;D)� se ha obtenido por paramodula
i�on a partir de las dadas. An�alogamente, sede�nen los 
asos en los que la uni�
a
i�on se ha
e entre r y t, o bien 
uando r o
urreen D.Dado un 
onjunto de 
l�ausulas C = C1; : : : ; Cn, una refuta
i�on de C es una su
esi�onde 
l�ausulas, en la que 
ada una es un elemento de C o se obtiene de los anteriores medianteuna de las reglas de inferen
ias antes 
itadas y, adem�as, el �ultimo elemento de la su
esi�ones la 
l�ausula va
��a.En el pro
edimiento de Quaife no se usa resolu
i�on binaria. En primer lugar, se intentaobtener la prueba mediante resolu
i�on UR, paramodula
i�on y demodula
i�on. En 
aso defallo, se apli
a hiper{resolu
i�on.Las prin
ipales estrategias del sistema PQA son las siguientes:1. Estrategia del 
onjunto soporte: En esta estrategia se divide el 
onjunto, C, de
l�ausulas en dos 
onjuntos disjuntos, D y C �D, de forma que C �D es satisfa
ible.El 
onjunto C �D se llama 
onjunto usable y D se denomina 
onjunto soporte. Laestrategia s�olo permite obtener resolventes en el 
aso en que, al menos una de las
l�ausulas sobre las que se resuelve, est�e soportada por D; es de
ir, que ella o bienalgunos de sus ante
esores pertene
en a D.Quaife utiliza 
omo 
onjunto soporte las 
l�ausulas obtenidas a partir de la nega
i�onde la f�ormula que se quiere demostrar.2. Pesos: En el pro
eso de dedu

i�on, las 
l�ausulas se eligen en fun
i�on del pesoasignado (de menor a mayor peso). Por defe
to, el peso de una 
l�ausula es la sumadel n�umero de variables, 
onstantes, fun
iones y predi
ados que en ella apare
en. Noobstante, di
ho peso puede modi�
arse 
on el �n de orientar el pro
eso dedu
tivo.Quaife propone asignar peso 1 a todos los t�erminos y subt�erminos 
errados queapare
en en las 
l�ausulas del soporte.



El sistema de razonamiento en el que Quaife ha desarrollado demostra
iones auto-m�ati
as en la Aritm�eti
a es OTTER (Organized Te
hniques for Theorem{proving andE�e
tive Resear
h). Di
ho programa es un demostrador de teoremas para la L�ogi
a deprimer orden 
on igualdad, similar al AURA y LMA/ITP, desarrollado por W. M
Cuneen el Argonnne National Laboratory en 1988.El bu
le prin
ipal del sistema en el pro
eso de b�usqueda de una refuta
i�on es el sigu-iente:Mientras que el 
onjunto soporte sea no va
io y no 
ontenga a la 
lausulava
ia, ha
er:1. Elegir la 
lausula del soporte que tiene menor peso.2. Mover la 
lausula elegida del soporte al usable.3. Inferir y pro
esar nuevas 
lausulas usando las reglas de inferen
iadisponibles; 
ada nueva 
lausula debe obtenerse a partir de la 
lau-sula sele

ionada y elementos del 
onjunto de usables; las nuevas
lausulas que superen las pruebas de elimina
ion se agregan al 
on-junto soporte.4 Resultados obtenidos por Quaife.En el desarrollo de la Aritm�eti
a PQA, a partir de los axiomas del sistema, Quaifeva ampliando, justi�
adamente, la teor��a introdu
iendo nuevos s��mbolos de fun
iones yde predi
ados que 
orresponden a las opera
iones y rela
iones usuales de la Aritm�eti
a.En este pro
eso 
onviene resaltar el tratamiento de las listas dentro de la Aritm�eti
a,que son ne
esarias para la obten
i�on de algunos resultados fundamentales 
omo el de lafa
toriza
i�on �uni
a.Entre los resultados obtenidos por Quaife desta
amos los siguientes:� Primer teorema de Eu
lides: si x es un n�umero primo que divide a y � z, enton
esdivide a y o divide a z.� Teorema aritm�eti
o de Pit�agoras: la ra��z 
uadrada de un n�umero primo es irra
ional.� Segundo teorema de Eu
lides: existen in�nitos n�umeros primos.� Teorema de la fa
toriza
i�on en n�umeros primos.� Teorema de Euler: si x e y son primos entre s��, enton
es x'(y) � 1(mod y) (en donde'(y) es la fun
i�on de Euler: el 
ardinal del 
onjunto de n�umeros menores o igualesque y primos 
on y).� Teorema de Fermat: si y es primo, enton
es xy � x(mod y).As��mismo, estable
e la equivalen
ia entre las siguientes 
onjeturas:



� GOLDBACH: todo n�umero par distinto de 0 es suma de dos primos.� VINOGRADOV: todo n�umero impar mayor que 5 es suma de tres primos.� SIERPINSKI: todo n�umero par mayor que 4 es suma de tres primos.� QUAIFE: todo n�umero mayor que 5 es suma de tres primos.5 Teoremas de ilustra
i�on.En esta �ultima se

i�on presentamos la demostra
i�on de dos teoremas que ilustran algunasde las t�e
ni
as y pro
edimientos anteriormente des
ritos.5.1 Segundo teorema de Eu
lides.Teorema: Existen in�nitos n�umeros primos.En primer lugar, damos una demostra
i�on natural 
on objeto de reprodu
irla autom�ati-
amente 
on OTTER.Hemos de probar que para 
ada n�umero natural, x, existe un n�umero primoy que es mayor que x. Lo haremos por redu

i�on al absurdo.Supongamos que existe un n�umero natural a tal que 
ualquier n�umeroprimo es menor o igual que a. Sea x un n�umero arbitrario. Puesto que elmenor fa
tor primo de 1 + x! es primo, debe ser menor o igual que a y, portanto, divide al fa
torial de a. En parti
ular, el menor fa
tor primo de 1 + a!divide al fa
torial de a y, puesto que tambi�en divide a 1+ a!, tiene que dividira la diferen
ia y, por tanto, debe ser igual a 1. De donde se sigue que a! = 0.Lo que es una 
ontradi

i�on.A 
ontinua
i�on veamos 
�omo OTTER reprodu
e di
ha prueba. Para ello, se ne
esita un�
hero de entrada en el que se re
oja las 
l�ausulas 
orrespondientes a las hip�otesis delteorema as�� 
omo las 
orrespondientes a la nega
i�on de la tesis. Adem�as, di
ho �
herodebe in
orporar las reglas de inferen
ia y posibles estrategias a utilizar en la demostra
i�on.En esta prueba 
on
reta utilizamos los siguientes s��mbolos no l�ogi
os 
on los signi�-
ados que se indi
an:fa
t (x) fa
torial de xmfp (x) menor fa
tor primo de x, si x > 1 y x en 
aso 
ontrarioPR (x) x es un n�umero primox < y x es menor que yDIV (x,y) x divide a yLas hip�otesis ne
esarias son las siguientes:



� Si un n�umero divide a una suma y a uno de los sumandos, enton
es divide al otro.� El menor fa
tor primo de un n�umero divide a di
ho n�umero.� Si el menor fa
tor primo de un n�umero es 1, enton
es di
ho n�umero es 1.� El menor fa
tor primo de 1 + x es distinto de 0.� El menor fa
tor primo de 1 + x! es primo.� Si y 6= 0 e y � x, enton
es y divide a x!.� El fa
torial de 
ualquier n�umero es distinto de 0.Las 
l�ausulas 
orrespondientes a estas f�ormulas 
onstituyen la lista de usables.La tesis del teorema es 8x9y(x < y ^ PR(y)). Su nega
i�on es 9x8y :(x < y ^PR(y)). Introdu
iendo la variable de Skolem a, la 
l�ausula 
orrespondiente se transformaen a < y , PR(y) ->. que se in
luye en el 
onjunto soporte.Como reglas de inferen
ia vamos a utilizar resolu
i�on UR y demodula
i�on. Los demo-duladores utilizados son:� Transformar la suma x+ y = x en y = 0.� Transformar expresiones del tipo DIV(x,1) en x=1.Las 
l�ausulas 
orrespondientes a estas f�ormulas 
onstituyen la lista de demoduladores.El 
ontenido del �
hero de entrada es el siguiente.list(usable).DIV(x, y + z), DIV(x, z) -> DIV(x, y).-> DIV(mfp(x), x).mfp(x) = 1 -> x = 1.mfp(1 + x) = 0 ->.-> PR(mfp(1 + fa
t(x))).-> y = 0, x < y, DIV(y, fa
t(x)).fa
t(x) = 0 ->.end_of_list.list(demodulators).-> (x + y = x) = (y = 0).-> DIV(x,1) = (x = 1).end_of_list.list(sos).a < y , PR(y) ->.end_of_list.



set(ur_res).Apli
ando OTTER a di
ho �
hero obtenemos la siguiente demostra
i�on:----> UNIT CONFLICT at 0.08 se
 ----> 15 [binary,14.1,7.1℄ -> .Length of proof is 4. Level of proof is 4.---------------- PROOF ----------------1 [℄ DIV(x,y+z), DIV(x,z) -> DIV(x,y).2 [℄ -> DIV(mfp(x),x).3 [℄ mfp(x)=1 -> x=1.4 [℄ mfp(1+x)=0 -> .5 [℄ -> PR(mfp(1+fa
t(x))).6 [℄ -> y=0, x<y, DIV(y,fa
t(x)).7 [℄ fa
t(x)=0 -> .8 [℄ -> (x+y=x)= (y=0).9 [℄ -> DIV(x,1)= (x=1).10 [℄ a<y, PR(y) -> .11 [ur,10,5℄ a<mfp(1+fa
t(x)) -> .12 [ur,11,6,4℄ -> DIV(mfp(1+fa
t(x)),fa
t(a)).13 [ur,12,1,2,demod,9℄ -> mfp(1+fa
t(a))=1.14 [ur,13,3,demod,8℄ -> fa
t(a)=0.15 [binary,14.1,7.1℄ -> .------------ end of proof -------------En las dos primeras l��neas del �
hero de salida se indi
an el tiempo de eje
u
i�on (0.08segundos), la longitud de la demostra
i�on (4) y su profundidad (4). Cada una de las
l�ausulas de la demostra
i�on va pre
edida de un n�umero que se usa 
omo referen
ia en lossu
esivos pasos del pro
eso dedu
tivo. A 
ontinua
i�on, entre 
or
hetes, se indi
a la reglade inferen
ia utilizada y las 
l�ausulas a las que se apli
a.El grafo 
orrespondiente a la demostra
i�on anterior es el siguiente:11 mfp(1 + x!) � a#12 mfp(1 + x!)ja!#13 mfp(1 + a!) = 1#14 a! = 0#15 Contradi

i�on



5.2 Teorema aritm�eti
o de Pit�agoras.Teorema: La ra��z 
uadrada de un n�umero primo es irra
ional.Siguiendo el esquema del teorema anterior, 
omenzamos dando una demostra
i�on natural.Sea p un n�umero primo y supongamos que su ra��z 
uadrada es un n�umerora
ional, b=a. Enton
es p�a2 = b2. Dividiendo ambos miembros por el m�aximo
om�un divisor de a y b se obtiene que p � a02 = b02, donde a0 = a=m
d(a; b)y b0 = b=m
d(a; b). Por tanto, a02 divide a b02; luego b02 es divisible por a0.Teniendo presente que a0 y b0 son primos entre s��, resulta que b0 es divisiblepor a0. Luego a0 = m
d(a0; b0) = 1. Por otra parte, de la rela
i�on p � a02 = b02se dedu
e que si p � a02 es primo, enton
es b02 ser��a primo y, por tanto, b0 = 1.Como hemos probado que a0 = 1 y estamos suponiendo que p es primo, resultaque p � a02 es primo. Luego, b0 = 1. De donde se 
on
luye que p = 1. Lo quees una 
ontradi

i�on.A 
ontinua
i�on veamos 
�omo OTTER reprodu
e di
ha prueba. En este 
aso �uni
a-mente ne
esitamos a~nadir un nuevo s��mbolo no l�ogi
o a los usados en el teorema anterior:m
d(x,y) que se interpreta 
omo el m�aximo 
om�un divisor de x e y, si x 6= 0 e y en 
aso
ontrario.Las hip�otesis ne
esarias son las siguientes:� La divisibilidad es transitiva.� Un n�umero divide a 
ualquier otro en el que intervenga 
omo fa
tor.� Si xjy, enton
es el m�aximo 
om�un divisor de x e y es x.� Si x e y son n�umeros distintos de 
ero, enton
es los n�umeros x=m
d(x; y) e y=m
d(x; y)son primos entre s��.� Si u � x2 = y2, enton
es u � ( xm
d(x;y))2 = ( ym
d(x;y))2.� Primer teorema de Eu
lides.� 1 no es primo.� Si el produ
to de dos n�umeros es primo, enton
es alguno de ellos es 1.Las 
l�ausulas 
orrespondientes a estas f�ormulas 
onstituyen la lista de usables.La tesis del teorema es 8x(PR(x)! :9y9z(m
d(y; z) 6= 0^ x � y2 = z2). Su nega
i�ones 9x(PR(x) ^ 9y9z(m
d(y; z) 6= 0 ^ x � y2 = z2). Introdu
iendo variables de Skolem, seobtienen las tres 
l�ausulas que 
olo
amos en el 
onjunto soporte.Como reglas de inferen
ia vamos a utilizar resolu
i�on UR y paramodula
i�on y demo-dula
i�on. Los demoduladores utilizados son:



� Es
ribir los produ
tos en orden lexi
ogr�a�
o.� Transformar la expresi�on 1 * x en x.Las 
l�ausulas 
orrespondientes a estas f�ormulas 
onstituyen la lista de demoduladores.Usaremos las estrategias de elimina
i�on de unidades, demodula
i�on ha
ia atr�as y pesos.Adem�as de los pesos 
orrespondientes a los subt�erminos del soporte ha sido ne
esario
onsiderar los subt�erminos de la expresi�on p � ( am
d(a;b))2 = ( bm
d(a;b))2.El 
ontenido del �
hero de entrada es el siguiente.list(usable).-> x = x.DIV(x, y), DIV(y, z) -> DIV(x, z).-> DIV(x, (y*x)).DIV(x, y) -> m
d(x, y) = x.-> m
d(x, y) = 0, m
d((x / m
d(x, y)), (y / m
d(x, y))) = 1.u * (x * x) = y * y -> u * ((x / m
d(x, y)) * (x / m
d(x, y))) =(y / m
d(x, y)) * (y / m
d(x, y)).m
d(x, y) = 1, DIV(x, (y * z)) -> DIV(x, z).PR(1) ->.PR(y * z) -> y = 1, z = 1.end_of_list.list(demodulators).-> x * y = y * x.-> 1 * x = x.end_of_list.list(sos).-> PR(p).-> p * (a * a) = b * b.m
d(a, b) = 0 ->.end_of_list.set(ur_res).set(para_into).set(para_from).set(ba
k_demod).set(unit_deletion).weight_list(pi
k_and_purge).weight(PR(p),1).weight(p * (a * a),1).weight(a * a,1).weight(b * b,1).weight(m
d(a, b),1).



weight(p * (a / m
d(a, b)) * a / m
d(a, b), 1).weight((a / m
d(a, b)) * a / m
d(a, b), 1).weight(a / m
d(a, b), 1).weight((b / m
d(a, b)) * b / m
d(a, b), 1).weight(b / m
d(a, b), 1).end_of_list.Apli
ando OTTER a di
ho �
hero obtenemos la siguiente demostra
i�on:----> UNIT CONFLICT at 1.41 se
 ----> 198 [binary,197.1,8.1℄ -> .Length of proof is 10. Level of proof is 8.---------------- PROOF ----------------2 [℄ DIV(x,y), DIV(y,z) -> DIV(x,z).3 [℄ -> DIV(x,y*x).4 [℄ DIV(x,y) -> m
d(x,y)=x.5 [℄ -> m
d(x,y)=0, m
d(x/m
d(x,y),y/m
d(x,y))=1.6 [℄ u*x*x=y*y -> u* (x/m
d(x,y))*x/m
d(x,y)= (y/m
d(x,y))*y/m
d(x,y).7 [℄ m
d(x,y)=1, DIV(x,y*z) -> DIV(x,z).8 [℄ PR(1) -> .9 [℄ PR(y*z) -> y=1, z=1.10 [℄ -> x*y=y*x.11 [℄ -> 1*x=x.12 [℄ -> PR(p).13 [℄ -> p*a*a=b*b.14 [℄ m
d(a,b)=0 -> .15 [ur,13,6℄ -> p* (a/m
d(a,b))*a/m
d(a,b)= (b/m
d(a,b))*b/m
d(a,b).25 [ur,14,5℄ -> m
d(a/m
d(a,b),b/m
d(a,b))=1.36 [para_from,15.1.1,3.1.2℄-> DIV((a/m
d(a,b))*a/m
d(a,b),(b/m
d(a,b))*b/m
d(a,b)).37 [para_from,15.1.2,9.1.1℄ PR(p* (a/m
d(a,b))*a/m
d(a,b)) -> b/m
d(a,b)=1.50 [ur,36,2,3℄ -> DIV(a/m
d(a,b),(b/m
d(a,b))*b/m
d(a,b)).103 [ur,25,7,50℄ -> DIV(a/m
d(a,b),b/m
d(a,b)).112,111 [para_into,25.1.1,4.2.1,unit_del,103℄ -> a/m
d(a,b)=1.154,153 [ba
k_demod,37,demod,112,112,11,10,11,unit_del,12℄ -> b/m
d(a,b)=1.162 [ba
k_demod,15,demod,112,112,11,10,11,154,154,11℄ -> p=1.197 [para_from,162.1.1,12.1.1℄ -> PR(1).198 [binary,197.1,8.1℄ -> .------------ end of proof -------------El grafo 
orrespondiente a la demostra
i�on anterior es el siguiente:



13 p � a2 = b215 pa02 = b02 37 PR(pa02) ! b0 = 1 36 a02jb0250 a0jb02 25 m
d(a0; b0) = 1103 a0jb0111 a0 = 1153 b0 = 1
162 p = 1197 PR(1)198 Contradi

i�on6 Con
lusiones.El sistema PQA ha propor
ionado demostra
iones de numerosos resultados de la Arit-m�eti
a. Mu
has de las pruebas son \equiparables" en tama~no y estru
tura a las que seen
uentran en libros 
l�asi
os de Matem�ati
as.Sin embargo, no ha 
onseguido resolver ninguna de las mu
has 
onjeturas que existensobre teor��a de n�umeros. Existen monograf��as que re
opilan problemas no resueltos dela Aritm�eti
a; por ejemplo, en la de Guy se en
uentran m�as de 200 de tales problemas.Por otra parte, Quaife aporta una lista de 32 problemas abiertos formulados en el sistema



PQA.No perdemos la esperanza de que mediante la dedu

i�on autom�ati
a podamos resolveralgunas 
onjeturas de la Aritm�eti
a, 
omo ya ha o
urrido en otros 
ampos matem�ati
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