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1.1 Introduccion

En el presente trabajo hacemos un resumen histérico del razonamiento
automatico y presentamos mediante un sistema de razonamiento auto-
matico distintas reglas, estrategias y aplicaciones.

1.2 Breve historia del razonamiento automatico

Hacia finales del siglo XVII, Leibniz formula dos cuestiones que sinteti-
zan viejas aspiraciones del hombre:

e la necesidad de disponer de un lenguaje universal (lingua charac-
teristica) en el que poder expresar cualquier idea; y

e la posibilidad de mecanizar cualquier tipo de razonamiento (cal-
culus ratiocinator).
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Con el nacimiento de la Loégica Matemética moderna, en 1847, con los
trabajos de G. Boole y A. De Morgan, aparece un primer “rational cal-
culus”, en el sentido de Leibniz. Posteriormente, en 1869, S. Jevons
construye una maquina para verificar identidades booleanas.

La publicacién en 1879 de los Begriffsschrift por parte de G. Frege,
marca el inicio de la formalizacion de la Légica. Dicho texto se considera
precursor no sélo de los sistemas actuales de Logica Matematica sino
también de todos los lenguajes formales. Paraddjicamente, a pesar de
su importancia, estos trabajos pasaron desapercibidos.

Independientemente, G. Peano publica en 1889 sus Arithmetices Prin-
cipia en el que utiliza una nueva notacién simbdlica para formalizar la
teoria de nuimeros que R. Dedekind presenté el ano anterior. La Ar-
itmética de Peano (PA) es una teoria de primer orden que recoge las
propiedades de los ntimeros naturales.

A principios del presente siglo, D. Hilbert propone usar las ideas de
Frege y Peano para fundamentar las Matematicas. En 1910, B. Russell y
A. Whitehead publican el primer volumen de sus Principia Mathematica
en la linea propuesta por Hilbert.

La primera cuestion formulada por Leibniz, la necesidad de construir
un lenguaje universal, empezaba a tener respuestas parcialmente sa-
tisfactorias con los lenguajes formales. Hacia finales de los cincuenta,
con la irrupcion de los computadores electronicos y con el soporte de
los muchos logros obtenidos en el campo de la Légica Matematica, se
retoma con fuerza el segundo objetivo de Leibniz: la automatizacién del
razonamiento, que se convierte en uno de los problemas iniciales de la
Inteligencia Artificial.

En 1957, A. Newell, J.C. Shaw y H.A. Simon presentan su “méaquina
légica” que consiste en un programa de computador capaz de probar 38
teoremas de la Logica proposicional de los Principia Mathematica (tres
anos antes, M. Davis habia escrito un programa para demostrar teoremas
de la Aritmética de Presburger que no fue publicado en su momento).
En 1960, Hao Wang con sus programas consiguié demostrar 9 capitulos
de los Principia Mathematica en 9 minutos, incluyendo teoremas del
cédlculo de predicados usando el sistema deductivo de Gentzen.

En el mismo afio, Gilmore presenta otra forma de tratar el problema
de la deduccién en la Loégica de primer orden basidndose en un resul-
tado de Skolem y Herbrand que reduce la demostracion de una férmula
de primer orden, F', a la de una férmula proposicional, I/, asociada a
ella. En esta reduccién aparecen dos problemas: (1) La bisqueda de un
“candidato” proposicional, F’, y (2) la demostracién de F”.
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El articulo “A computing procedure for quantification theory’, publi-
cado por M. Davis y H. Putnam en 1960, supuso un avance cualitativo
en la solucién del problema (2) al introducir el concepto de cldusula y
reducir la demostracién de primer orden al estudio de la consistencia
de conjuntos finitos de clausulas proposicionales, proporcionando reglas
que simplifican dicho estudio.

Los intentos de obtener una solucién satisfactoria al problema (1)
hacen emerger el concepto de unificaciéon, que subyace en los trabajos
de Prawitz, y culmina en el trabajo “A machine oriented logic based
on the resolution principle’ de J.A. Robinson publicado en 1965. En el
mismo, presenta el principio de resolucién en el que se combina la regla
de corte proposicional y la unificacién. Este trabajo supuso un hito
en la demostracién automatica de teoremas y, en cierto modo, puede
considerarse como el inicio de la deduccién automatica.

Desde entonces se han introducido diversos refinamientos del prin-
cipio de resolucién encaminados a mejorar la potencia del mismo en
ciertos casos, y se han proporcionado estrategias para orientar el proceso
y acotar el espacio de busqueda. Entre los refinamientos y estrategias,
destacamos los siguientes:

Estrategia del conjunto soporte (L. Wos, D. Carson y G. Ro-
binson, 1965).

Hiper—-resolucién (J.A. Robinson, 1965).

Demodulacién (L. Wos, G. Robinson, D. Carson y L. Shalla,
1967).

Paramodulacién (G. Robinson y L. Wos, 1969).

Resolucién UR y estrategia de pesos (J. McCharen, R. Over-
beek y L. Wos, 1976).

que comentaremos en la siguiente seccion.

1.3 Ejemplos de razonamiento automatico con
OTTER

OTTER (Organized Techniques for Theorem—proving and Effective
Research) es un demostrador automatico de teoremas para la logica de
primer orden con igualdad, desarrollado por W. McCune en 1988. En
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esta seccion mostraremos como puede usarse OTTER para resolver dis-
tintos problemas que nos serviran para presentar las reglas y estrategias
que hemos comentado anteriormente.

1.3.1 Inconsistencia de clausulas proposicionales y reso-
lucién binaria

El primer problema que vamos a considerar consiste en determinar si
un conjunto dado de férmulas proposicionales es inconsistente (es decir,
carece de modelos).

Ejemplo 1 Determinar si el conjunto
{PVQ,-PVQ,PV-Q,~PV-Q}

es tnconsistente.

Para resolver el problema con OTTER tenemos que precisar dos
cuestiones: la primera es sintdctica (cémo se representa el problema en
OTTER) y la segunda es deductiva (qué regla de inferencia se usa para
resolverlo).

En OTTER se usa el lenguaje de clausulas. Una clausula es una
disyuncién de literales positivos (i.e. férmulas atémicas) y literales
negativos (i.e. negaciones de férmulas atémicas). La negacién se rep-
resenta por - y la disyuncién por |. Las cldusula terminan en un punto.
El conjunto de las clasusulas se escriben entre las expresiones 1ist (sos)
y end_of_list.

La regla de inferencia que usaremos es la resolucion binaria pro-
posicional: a partir de dos cldusulas que contengan literales comple-
mentarios (i.e. que uno sea la negacién del otro) obtener una nueva
cldusula haciendo la disyuncién de sus literales excepto los complemen-
tarios; es decir,

L1 |... Li | A | L{i+1} | | Ln
ML Lo M) - A | M{j+1} | | Mk
L1 |... Li | LLE+1} ... 0 Lo | ML ... Mj | M{j+1} |...| Mk

donde las dos primeras reglas son las premisas (o cldusulas padres) y
la tercera es la conclusién (o resolvente). La regla de resolucién bina-
ria es adecuada (es decir, la conclusién es consecuencia logica de las
premisas). Por tanto, una forma de demostrar que el conjunto dado es
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inconsistente es obtener nuevas clausulas por resolucién hasta llegar a
una contradiccién.

En OTTER la expresién set (binary_res) indica que se usa la regla
de resolucion binaria.

Una vez que sabemos como se representa en OTTER el problema
y como se indica la regla de inferencia que deseamos utilizar, vamos a
ver como se obtiene la solucién. Para ello, se crea un archivo con la
representacion del problema y la regla que se usa para resolverlo. En
este caso, creamos el archivo EJ1.IN, cuyo contenido es el siguiente:

list(sos).

P | Q.

-P | Q.

P | -Q.

-P | -Q.
end_of_list.
set(binary_res).

La demostracién de la inconsistencia se obtiene mediante la siguiente
orden

otter <ejl.in >ejl.out

Con la cual se ejecuta OTTER tomando como archivo de entrada el
EJ1.IN y dirigiendo la salida al archivo EJ1.0UT, en el que se encuentra
la siguiente demostracién:

(1 PIQ.

1 -PIQ.

[1 Pl -Q.

[1 -PI -Q.
[binary,2.1,
[binary,3.2,
[binary,4.1,
[binary,7.1,

0O ~NO UL WN -

1.
5.
6.
5.

Veamos como se interpreta la demostracién. Las cuatro primeras clau-
sulas son cldusulas de entrada (las del archivo EJ1.IN). La cldusula 5
se obtiene de la 1 y la 2 aplicando resolucién binaria sobre sus primeros
literales. Andlogamente se interpretan las lineas siguientes. En la 8 se
obtiene la cldusula vacia (representada por $F), con lo que se prueba
que el conjunto inicial es inconsistente.
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1.3.2 Inconsistencia de clausulas de primer orden y uni-
ficacién

Vamos a generalizar el problema anterior al caso de la logica de primer
orden y comprobaremos como mediante sustituciones adecuadas (unifi-
cadores de maxima generalidad) se reduce al caso anterior. Para ello
consideramos el siguiente

Ejemplo 2 Demostrar que el conjunto
{=P(z) v Q(z), P(a), ~Q(2)}

es inconsistente.

Procediendo como en el Ejemplo 1, escribimos en el archivo de en-
trada

list(sos).
-P(x) | Q(x).
P(a).

-Q(z).

end_of_list.
set (binary_res).

y obtenemos la demostracién

1 0 -P&IQEX).

2 [1 P(a).

3 [0 -Q=z).

4 [binary,1.1,2.1] Q(a).
5 [binary,4.1,3.1] $F.

Noétese que para obtener la clausula 4 se aplica a la 1 la sustitucién
{x/a} que es un unificador de maxima generalidad de los literales
P(x) y P(a) (es decir, la sustituciéon més que general que aplicada a
ambos literales los hace idénticos). La forma de la resolucién binaria
de primer orden es

Li |...1Li | A | L{i+1} |...| In
ML |...0 Mj | - B | M{j+1} |...] Mk
(L1 1...1 Li | LLG#1} [...0 Lo | M1 |...1 Mj | M{j+1} |...] MK)s

donde s es un unificador de maxima generalidad de los literales A y B.
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1.3.3 Inconsistencia de férmulas de primer orden y sko-
lemizacién

Vamos a extender el problema al caso en que el conjunto de férmulas
no estén en forma de clausula. Mediante el procedimiento de Skolem,
dado un conjunto de férmulas S se construye un conjunto de clausulas
S’ tal que S es inconsistente precisamente si S’ es inconsistente. Lo
ilustraremos con el siguiente

Ejemplo 3 Demostrar que el conjunto de formulas
{(vz)[P(z) — Q(z)], P(a), ~(32)Q(2)}

es inconsistente.

En OTTER también se puede usar el lenguaje logico primer orden.
En este caso, los simbolos 16gicos que se necesitan son el condicional
(que se representa por (->), el cuantificador universal (que se repre-
senta por all) y el cuantificador existencial (que se representa exists).
Ademas, para indicar que se usan férmulas en lugar de cldusulas, se
escribe formula_list(sos) en lugar de 1list(sos).

El archivo de entrada correspondiente al Ejemplo 3 es

formula_list(sos).
all x (P(x) -> Q(x)).
P(a).

-(exists z Q(z)).
end_of_list.
set(binary_res).

Al ejecutar OTTER con dicho archivo, lo primero que hace es trans-
forma el conjunto de férmulas en un conjunto de clausulas equiconsisten-
te (utilizando funciones y constantes de Skolem para eliminar cuantifi-
cadores existenciales). Una vez realizada la transformacién el problema
se reduce al anterior.

1.3.4 Consecuencia légica

Hasta ahora hemos visto problemas de inconsistencia. El problema de
consecuencia logica (es decir, dado un conjunto de férmulas S determinar
si la férmula F' es consecuencia légica de S) se reduce al de inconsisten-
cia, ya que F' es consecuencia légica de S precisamente si S U {—F'} es
inconsistente.
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1.3.5 Validez de argumentaciones y representacién del co-
nocimiento

La decisién de la validez de una argumentacion presenta dos nuevos
problemas: uno es el problema de la representaciéon del conocimien-
to y el otro es la explicitacién del conocimiento implicito. Vamos a verlo
en el siguiente

Ejemplo 4 Demostrar la validez del siguiente argumento: Los caballos
son mas rdpidos que los perros. Algunos galgos son mds rdpidos que los
conejos. Lucero es un caballo y Orejon es un conejo. Por tanto, Lucero
es mas rdpido que Orejon.

Comenzamos determinando los simbolos de constantes que usaremos
para la representacién del argumento. Son los siguientes:

Lucero: Lucero
Orejon: Orejon
CABALLO(x): x es un caballo
CONEJO(x): X es un conejo
GALGO(x): X es un galgo
PERRO(x): X €S uUn perro

MAS_RAPIDO(x,y): x es mds rapido que y

Por lo que respecta al lenguaje, utilizamos por primera vez la conjuncién
(%). Con este lenguaje las cuatro primeras férmulas representan las
hipdtesis del argumento; la quinta, la negacion de la conclusion y las
dos ultimas, informacion implicita necesaria para la demostracion. El
archivo de entrada es

formula_list(sos).

all x y (CABALLO(x) & PERRO(y) -> MAS_RAPIDO(x,y)) .

exists x (GALGO(x) & (all y (CONEJO(y) -> MAS_RAPIDO(x,y)))).
CABALLO(Lucero) .

CONEJO(Orejon) .

-MAS_RAPIDO(Lucero,Orejon) .

all x (GALGO(x) -> PERRO(x)).

all x y z (MAS_RAPIDO(x,y) & MAS_RAPIDO(y,z) -> MAS_RAPIDO(x,z)).
end_of_list.

set (binary_res).

v la demostracién obtenida es
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[] -CABALLO(x)| -PERRO(y) |MAS_RAPIDO(x,y) .

[ GALGO($c1).

[] -CONEJO(y) IMAS_RAPIDO($ci,y).

[J CABALLO(Lucero).

[1 CONEJO(Orejon).

[] -MAS_RAPIDO(Lucero,Orejon).

[ -GALGO(x) |PERRO(x) .

[] -MAS_RAPIDO(x,y)| -MAS_RAPIDO(y,z) |MAS_RAPIDO(x,z).
[binary,7.1,2.1] PERRO($cl).

10 [binary,3.1,5.1] MAS_RAPIDO($c1,0Orejon).

11 [binary,1.1,4.1] -PERRO(x) |MAS_RAPIDO(Lucero,x) .

16 [binary,11.1,9.1] MAS_RAPIDO(Lucero,$cl).

19 [binary,8.1,16.1] -MAS_RAPID0($c1,x) IMAS_RAPIDO(Lucero,x).
36 [binary,19.1,10.1] MAS_RAPIDO(Lucero,Orejon).

37 [binary,36.1,6.1] $F.

OO0 ~NOUddWN -

Obsérvese que en las cldusulas 2 y 3 (correspondientes a la segunda
férmula) aparece la constante de Skolem $c1.

1.3.6 La estrategia del conjunto soporte

En la demostracion anterior sélo intervienen 15 cldusulas, pero OTTER
ha necesitado generar 37. Vamos a considerar como se puede reducir el
ntmero de cladusulas generadas; es decir, vamos a ver como orientar el
sistema para evitar la generacion de clausulas innecesarias.

La primera forma de orientar el sistema serd mediante la estrategia
del conjunto soporte. Dicha estrategia consiste en dividir el conjunto
de clausulas S en dos subconjuntos Ty S — T, tales que S — T es
consistente, y no considerar resolventes entre dos clausulas de S — T.
El conjunto T se llama el soporte y el S — T, conjunto usable. En
OTTER se indica el comienzo del conjunto de férmulas usables mediante
formula_list(usable) y el del soporte mediante formula_list (sos)
(en el caso de cldusulas se usan 1ist (usable) y list(sos), respectiva-
mente).

Vamos a resolver de nuevo el Ejemplo 4, poniendo en el soporte
s6lo la clausula correspondiente a la negaciéon de la conclusion y en el
conjunto de usables las restantes. El archivo de entrada es

formula_list (usable).

all x y (CABALLO(x) & PERRO(y) -> MAS_RAPIDO(x,y)).

exists x (GALGO(x) & (all y (CONEJO(y) -> MAS_RAPIDO(x,y)))).
CABALLO(Lucero) .
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CONEJO(Orejon) .

all x (GALGO(x) -> PERRO(x)).

all x y z (MAS_RAPIDO(x,y) & MAS_RAPIDO(y,z) -> MAS_RAPIDO(x,z)).
end_of_list.

formula_list(sos).

-MAS_RAPIDO(Lucero,Orejon) .

end_of_list.

set(binary_res).

y la demostracién obtenida es

[] -CABALLO(x)| -PERRO(y) |MAS_RAPIDO(x,y) .

[1 GALGO($c1).

[1 -CONEJO(y) IMAS_RAPIDO($cl,y).

[1 CABALLO(Lucero).

[] CONEJO(Orejon).

[] -GALGO(x) |PERRO(x) .

[1 -MAS_RAPIDO(x,y)| -MAS_RAPIDO(y,z)|MAS_RAPIDO(x,z).

[1 -MAS_RAPIDO(Lucero,Orejon).

[binary,8.1,7.3] -MAS_RAPIDO(Lucero,x)| -MAS_RAPIDO(x,Orejon).
16 [binary,9.2,3.2] -MAS_RAPIDO(Lucero,$cl)| -CONEJO(Orejon) .
19 [binary,16.2,5.1] -MAS_RAPIDO(Lucero,$cl).

21 [binary,19.1,1.3] -CABALLO(Lucero)| -PERRO($c1).

22 [binary,21.1,4.1] -PERRO($cl).

24 [binary,22.1,6.2] -GALGO($cl).

25 [binary,24.1,2.1] $F.

OO0 ~NOOU P WN -

en la que el nimero de las clausulas generadas se ha reducido de 37 a
25.

1.3.7 Resolucion UR

Otra forma de reducir el nimero de clausulas generadas consiste en
cambiar la regla de inferencia. Una regla de inferencia que concentra
varias pasos en uno (eliminando las cldusulas intermedias y las que éstas

p . s o - .
generarfan) es la resolucién UR (“unit resulting”). La forma de dicha
regla es
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donde s es un unificador de maxima generalidad tal que para todo
je{l,...;i—1i+1,....,n}, (L_jds = (M’_jds y M’_j es el com-
plementario de M_j.

En OTTER la expresién set (ur_res) . indica que se usa la regla de
resolucién UR.

Para repetir el Ejemplo 4 utilizando la resolucién UR, escribimos en
el archivo de entrada

formula_list(sos).

all x y (CABALLO(x) & PERRO(y) -> MAS_RAPIDO(x,y)).

exists x (GALGO(x) & (all y (CONEJO(y) -> MAS_RAPIDO(x,y)))).
CABALLO(Lucero) .

CONEJO(Orejon) .

-MAS_RAPIDO(Lucero,Orejon) .

all x (GALGO(x) -> PERRO(x)).

all x y z (MAS_RAPIDO(x,y) & MAS_RAPIDO(y,z) -> MAS_RAPIDO(x,z)).
end_of_list.

set(ur_res) .

y se obtiene la demostracion

[] -CABALLO(x)| -PERRO(y) |MAS_RAPIDO(x,y) .
[ GALGO($c1).

[] -CONEJO(y) IMAS_RAPIDO($ci,y).

[J CABALLO(Lucero).

[] CONEJO(Orejon) .

[] -MAS_RAPIDO(Lucero,Orejon).

[ -GALGO(x) |PERRO(x) .

[] -MAS_RAPIDO(x,y)| -MAS_RAPIDO(y,z) |MAS_RAPIDO(x,z).
[ur,7,2] PERRO($c1).

10 [ur,3,5] MAS_RAPIDO($cl,0rejon).

12 [ur,1,4,9] MAS_RAPIDO(Lucero,$cl).

14 [ur,8,10,6] -MAS_RAPIDO(Lucero,$cl).

15 [binary,14.1,12.1] $F.

OO0 ~NOU P WN -
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en la que el nimero de cldusulas generadas se ha reducido a 15 (ya no
tenemos ninguna innecesaria). Nétese que la clausula 12 se obtiene por
resolucién UR a partir de las cldusulas 1, 4 y 9 como se muestra en el
siguiente esquema

-CABALLO(x) | -PERRO(y) |MAS_RAPIDO(x,y)
| I
CABALLO(Lucero)  PERRO($c1)

en el que se usa la sustituciéon {x/Lucero, y/$cl}.

1.3.8 Hiper—resolucion

Otra regla de inferencia que concentra varias pasos en uno es la regla de
hiper—resolucién. La forma de dicha regla es

-A_1]...| -A.n | B_1 |...| B_m.
M_1

M_n

(B_.1 |...| B_m)s.

donde A_i y B_j son dtomos y s es un unificador de maxima generalidad
tal que para todo i € {1,...,n}, (A_jds = (M_j)s.

En OTTER la expresion set (hyper_res) indica que se usa la regla
de hiper—resolucion.

Para repetir el Ejemplo 4 utilizando la regla de hiper—resolucion,
escribimos en el archivo de entrada

formula_list(sos).

all x y (CABALLO(x) & PERRO(y) -> MAS_RAPIDO(x,y)).

exists x (GALGO(x) & (all y (CONEJO(y) -> MAS_RAPIDO(x,y)))).
CABALLO(Lucero) .

CONEJO(Orejon) .

-MAS_RAPIDO(Lucero,Orejon) .

all x (GALGO(x) -> PERRO(x)).

all x y z (MAS_RAPIDO(x,y) & MAS_RAPIDO(y,z) -> MAS_RAPIDO(x,z)).
end_of_list.

set (hyper_res) .

y se obtiene la demostracién



1.3. Ejemplos de razonamiento automético con OTTER 13

[1 -CABALLO(x)| -PERRO(y) |MAS_RAPIDO(x,y) .
[ GALGO($c1).

[] -CONEJO(y) IMAS_RAPIDO($ci,y).

[J CABALLO(Lucero).

[1 CONEJO(Orejon).

[] -MAS_RAPIDO(Lucero,Orejon).

[ -GALGO(x) |PERRO(x) .

[] -MAS_RAPIDO(x,y)| -MAS_RAPIDO(y,z) |MAS_RAPIDO(x,z).
[hyper,7,2] PERRO($cl).

10 [hyper,3,5] MAS_RAPIDO($cl,0rejon).

11 [hyper,1,4,9] MAS_RAPIDO(Lucero,$cl).

12 [hyper,8,11,10] MAS_RAPIDO(Lucero,Orejon) .
13 [binary,12.1,6.1] $F.

OO0 ~NOOUPDdWN -

1.3.9 Obtencién de respuestas

El problema que vamos a estudiar a continuacion es el siguiente: Dado
un conjunto de férmulas S y una férmula F'(x1,...,z,), cuyas variables
libres son x1, . .., z,, encontrar términos ty, . . ., t, tales que F(ty,...,t,)
sea consecuencia de S. Para resolverlo introducimos un nuevo simbolo
de predicados ($ANS), consideramos el conjuntos de las cldusulas corres-
pondientes a las féormulas de

SU{(Vx1)...(Ya,)[F(z1,...,2n) — SANS(21,...,2,)]}

y aplicamos el procedimiento de resolucién hasta encontrar una clausula
cuyo unico literal contenga el predicado $ANS; los términos que aparecen
en dicho literal forman una respuesta a la cuestién planteada.

Veamos un ejemplo y su solucién en OTTER:

Ejemplo 5 Dado {V(P(z) — Q(x)), P(a)} determinar un z tal que Q(z)
sea consecuencia del conjunto.

El contenido del archivo de entrada es

list(sos).

all x (P(x) -> Q).
P(a).

all z (Q(z) -> $ANS(z)).
end_of_list.

set(binary_res).

v la demostracién obtenida es



14 Capitulo 1. Razonamiento automético

0 -P&IQX.

[1 P(a).

[1 -Q(z) |$ANS(2).
[binary,1.1,2.1] Q(a).
[binary,4.1,3.1] $ANS(a).

O WN -

que indica que la respuesta es a.

1.3.10 Validez de argumentaciones con igualdad

Hasta ahora sélo hemos considerado la légica de primer orden sin igual-
dad. Una forma de resolver problemas en los que interviene la igualdad
es anadiendo los axiomas propios de la igualdad comunes (es decir, los
de reflexividad, simetria y transitividad) y los especificos (es decir, los
de sustitucién correspondientes a los simbolos de funciones y predicados
que estemos considerando). Vamos a verlo mediante el siguiente ejemplo:

Ejemplo 6 Demostrar que si Luis es el padre de Juan, entonces Luis
es mayor que Juan.

Empezamos por fijar el lenguaje.

juan: Juan

luis: Luis

padre (x): el padre de x

X =y x e y son iguales
x I=y: x e y son distintos

MAYOR(x,y): x es mayor que y
Usando dichoo lenguaje, el contenido del archivo de entrada es

list(sos).

padre (juan)=luis.

-MAYOR (luis, juan) .

MAYOR (padre(x) ,x) .

X=X.

x!=y | y=x.

xl=y | yl=z | x=z.

x!=y | padre(x)=padre(y).

x11=x2 | -MAYOR(x1,y) | MAYOR(x2,y).
yl!=y2 | -MAYOR(x,y1) | MAYOR(x,y2).
end_of_list.

set (binary_res).
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en el que las dltimas cldusulas son los axiomas de sustitucién del simbolo
de funcién padre y del simbolo de predicado MAYOR. La demostracién
obtenida es

[]1 padre(juan)=luis.

[] -MAYOR(luis, juan).

[] MAYOR(padre(x),x).

X=X.

[1 x!=yly=x.

[l x!=yly!=z|x=z.

[1 x1!'=x2| -MAYOR(x1,y) IMAYOR(x2,y).

29 [binary,6.1,1.1] luis!=x|padre(juan)=x.
53 [binary,29.1,5.2] padre(juan)=x|x!=luis.
303 [binary,8.3,2.1] x!=luis| -MAYOR(x, juan).
312 [binary,303.1,53.1,unit_del,3,4] $F.

O WN -
m
—

[00]

De la demostracién llama la atencion que de las 312 clausulas gene-
radas por OTTER sélo se necesitan 11 en la demostracién. Esto indica
que la solucién trivial es poco eficiente.

Una forma de reducir el ntiimero de clausulas innecesarias es usar
la estrategia del conjunto soporte. Vamos a repetir el problema, pero
dejando en el conjunto soporte sélo la negacién de la conclusién. El
contenido del archivo de entrada es

list(usable).

padre(juan)=luis.

MAYOR (padre(x) ,x) .

X=X.

x!'=y | y=x.

xl=y | yl=z | x=z.

x!=y | padre(x)=padre(y).

x11=x2 | -MAYOR(x1,y) | MAYOR(x2,y).
yl!=y2 | -MAYOR(x,y1) | MAYOR(x,y2).
end_of_list.

list(sos).

-MAYOR (luis, juan) .

end_of_list.

set(binary_res).

v la demostracién obtenida es

1 [1 padre(juan)=luis.
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2 [] MAYOR(padre(x),x).

7 [1 x1!=x2| -MAYOR(x1,y) IMAYOR(x2,y) .

9 [l -MAYOR(luis, juan).

11 [binary,9.1,7.3] x!=luis| -MAYOR(x, juan).
17 [binary,11.1,1.1] -MAYOR(padre(juan), juan).
18 [binary,17.1,2.1] $F.

El nimero de clausulas generadas se ha reducido de 312 a 18 y la longitud
de la prueba se ha reducido de 11 a 7.

Otra forma de reducir el nimero de cldusulas innecesarias es usar
como regla de inferencia la resolucion UR. Para ello, el contenido del
archivo de entrada es

list(sos).

padre(juan)=luis.

-MAYOR(1luis, juan) .

MAYOR (padre (x) ,x) .

X=X.

x!l=y | y=x.

xl=y | yl=z | x=z.

x!=y | padre(x)=padre(y).

x1!=x2 | -MAYOR(x1,y) | MAYOR(x2,y).
yl!=y2 | -MAYOR(x,y1) | MAYOR(x,y2).
end_of_list.

set(ur_res).

y la demostracion obtenida es

[1 padre(juan)=luis.
-MAYOR(luis, juan) .

[] MAYOR(padre(x),x).

8 [1 x1!=x2| -MAYOR(x1,y) IMAYOR(x2,y).
17 [ur,8,3,2] padre(juan)!=luis.

18 [binary,17.1,1.1] $F.

w N =
[ |
| —

en la que el numero de clausulas generadas es 18, como en la anterior,
pero la longitud de la prueba es 6 (una menos que en la anterior).

1.3.11 Paramodulacion

En esta seccién vamos a introducir una nueva regla de inferencia espe-
cialmente adaptada para tratar la igualdad. Dicha regla es la paramo-
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dulacién, cuya forma es

L1 |...| Lift1] [...| Ln.
ML |...o M{j-1} | t2=t3 [M{j+1} |...| Mk.
(L1 |...JLift3] [|...|Lon M1 |...IM{j-1}1t2=t3 |M{j+1}]...|Mk)s

donde Li[t1] indica que el literal Li contiene el término t1 que es
unificable con el término t2, s es un unificador de maxima generalidad de
tly t2, y Li[t3] es el literal obtenido sustituyendo en L1 la ocurrencia
de t1 por t3. Usando la regla de paramodulacién, el tinico axioma de
la igualdad que se necesita anadir es el axioma de reflexividad.

En OTTER las expresiones set(para_from) y set(para_into) in-
dican que se usa la regla de paramodulacién. El uso de dos indicadores
se explica por el procedimiento de demostracion de OTTER, segin la
ecuacién ocurra o no en la clausula elegida.

Para resolver el Ejemplo 6 con la regla de paramodulacién, tenemos
que escribir en el archivo de entrada

list(sos).
padre(juan)=luis.
-MAYOR(luis, juan) .
MAYOR (padre (x) ,x) .
X=X.

end_of_list.
set(para_into).
set(para_from) .

y la demostracion obtenida es

[] padre(juan)=luis.
[] -MAYOR(luis, juan).
[] MAYOR(padre(x),x).
[para_into,3.1.1,1.1.1] MAYOR(luis, juan).
[binary,5.1,2.1] $F.

O O1TWN =

1.3.12 Demodulacion

En esta seccién presentaremos otra estrategia que permite reducir el
nimero de clausulas innecesarias en problemas que utilizan igualdades.
Lo haremos resolviendo el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 7 Sea G un grupo y e su elemento neutro. Demostrar que si,
para todo x de G, z? = e, entonces G es conmutativo.

Los axiomas de grupo que utilizaremos son los siguientes:

(Vx)le.x = x]

(Vz)[z.e = ]
(Vo)[z.x~! = ¢
(Vo)[z~ta = €]

(V) {(2).2 = .(3.2)]

Tenemos que demostrar que si (Vz)[z.x = e], entonces (V) (Vy)[z.y =
y.x].

Para obtener la demostracién con OTTER escribimos en el archivo
de entrada las clausulas correspondientes a los axiomas de grupo y al ax-
ioma reflexivo (en la lista de usables) y las correspondientes a la hipétesis
y a la negacién de la conclusién (en la lista soporte). Ademads, elegimos
como regla de inferencia la de paramodulacién. El contenido del archivo
de entrada es

list(usable).
e x x =x. % Ax. 1
X *x e =x. % Ax. 2

x> xx =e. % Ax. 3

x*xx" =e. % Ax. 4

(x xy) xz=xx% (y *2). % Ax. 5
X = X.

end_of_list.

list(sos).

X * X = e.

a*xb !I=Db % a.

end_of_list.

set(para_into).
set (para_from) .

y la demostraciéon obtenida es
1 [1 exx=x.

2 [] x*xe=x.
5 [1 (xxy)*z=x*y*z.
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7 [1 x*xx=e.

8 [1 axb!=bxa.

19 [para_from,7.1.2,2.1.1.2] x*y*y=x.

20 [para_from,7.1.2,1.1.1.1] (x*x)*y=y.

31 [para_into,19.1.1,5.1.2] (x*y)*y=x.

167 [para_into,20.1.1,5.1.1] x*x*y=y.

170 [para_from,20.1.1,5.1.1] x=y*y*x.

496 [para_into,167.1.1.2,31.1.1] (x*y)*x=y.
755 [para_into,496.1.1.1,170.1.2] x*y=y*x.
756 [binary,755.1,8.1] $F.

Vamos a ver cémo reducir el niimero de cldusulas generadas. Anali-
zando el archivo de salida, se observa que aparecen clausulas con términos
en los que figura el elemento neutro como factor. Estas clausulas pueden
simplificarse teniendo en cuenta los axiomas del neutro. La estrategia de
demodulacién consiste en usar igualdades como reglas de simplificacion.
Las igualdades que se usen de esta forma se llaman demoduladores.

En OTTER la expresién 1ist(demodulators) . indica el principio
de la lista de demoduladores.

Vamos a repetir la prueba usando como demoduladores los axiomas
de grupo. El contenido del archivo de entrada es

list (usable).

e ¥ X = X. % Ax. 1
X * e = X. % Ax. 2
X" % x = e. % Ax. 3
X * X~ = e. % Ax. 4
(x *y) xz=xx (y *x z). % Ax. 5
X = X.

end_of_list.

list(sos).

X * X = e.

a*xb I=Db % a.

end_of_list.

list (demodulators).

e ¥ X = X. % Ax. 1
X * e = X. % Ax. 2
X" % X = e. % Ax. 3
x * X~ = e. % Ax. 4
(x*xy) xz=xx* (y * 2). % Ax. 5
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end_of_list.

set (para_into) .
set(para_from) .

y la demostracion obtenida es

1 [] exx=x.

5 [1 (x*y)*z=x*y*z.

7 [1 x*x=e.

8 [] ax*b!=bx*a.

10 [] x*e=x.

13 [1 (x*y)*z=x*y*z.

14 [para_into,7.1.1,5.1.2,demod,13,13,13] x*y*x*y=e.
20 [para_from,7.1.2,1.1.1.1,demod,13] x*x*y=y.
494 [para_from,14.1.1,20.1.1.2,demod,10] x=y*x*y.
540 [para_from,494.1.2,20.1.1.2] x*xy=y*x.

541 [binary,540.1,8.1] $F.

con lo que se consigue reducir el nimero de clausulas generadas de 756

a b41.

5
7
8
9
10
13
14
19
31
36
37

Otra forma de reducir més cldusulas es adoptando la estrategia de
considerar como demoduladores las igualdades que se van generando. En
OTTER se indica la adopcion de esta estrategia mediante la expresion
set (dynamic_demod). Si anadimos dicha expresién al anterior archivo
de entrada, obtenemos la siguiente demostracién

[1 (x*y)*z=x*xy*z.

[1 x*x=e.

[1 a*b!=b*a.

[1 exx=x.

[1 x*e=x.

[1 (x*y)*z=x*xy*z.
[para_into,7.1.1,5.1.2,demod,13,13,13] x*y*x*y=e.
[para_from,7.1.1,5.1.1.1,demod,9] x*x*y=y.
[para_from,14.1.1,19.1.1.2,demod,10] x*y*x=y.
[para_from,31.1.1,19.1.1.2] x*y=y*x.
[binary,36.1,8.1] $F.

en la que s6lo se generan 37 clausulas frente a las 756 de la primera
prueba.
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1.4 Conclusiones

En este trabajo hemos mostrado distintas problemas que pueden resol-
verse mediante un demostrador automéatico. Evidentemente no son las
Unicas ni las mas importantes, pero sirven para ilustrar los principales
problemas que hay que resolver cuando se utiliza un demostrador:

e Representacién del conocimiento: cudl es la informacién de que
se dispone (explicita e implicita) y cudl es la mejor manera de
representarla.

e Sistema de inferencia: cudles son las reglas que convienen aplicar
para la solucién del problema que estamos estudiando.

e Estrategias: cémo orientar la aplicacién de las reglas y simplificar
la informacién generada.

Para profundizar en el estudio del razonamiento automético puede
hacerse mediante el libro de Chang y Lee (que es el clésico del campo) y
el de Wos y otros (que es una aproximacién mas aplicada que el anterior).

Finalmente, desamos comentar que para el desarrollo del razona-
miento automatico se necesita seguir experimentando y abriendo nuevos
campos en los que se apliquen los sistemas, lo que planteard nuevos
problemas y ampliard el repertorio de representaciones, inferencias y
estrategias disponibles.
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