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Resumen Presentamos algunos resultados sobre la formalizaciéon en
AcL2 de elementos del &lgebra de polinomios. Estos incluyen el desa-
rrollo y verificacién, en paralelo, de procedimientos de calculo algebraico
efectivos sobre polinomios. Ademas, presentamos una aproximacion a la
verificaciéon en AcL2 del algoritmo de Buchberger para calcular bases de
Grobner.

1 Introduccién y objetivos

El Algebra Computacional ha sufrido un gran desarrollo en los tltima década
con la proliferacién de numerosos sistemas. Estos son la culminacién de los re-
sultados tedricos obtenidos en el Gltimo medio siglo. Uno de los descubrimientos
centrales fue debido a B. Buchberger cuando en 1965 proporcioné un algoritmo
para construir bases de Grobner. El algoritmo de Buchberger, aunque inicial-
mente no tuvo mucha difusién, supuso una revolucién en areas muy diversas. Se
emplea fundamentalmente para resolver el problema de la pertenencia al ideal
en un anillo de polinomios y para decidir la congruencia inducida por el ideal.

Sorprende la riqueza de estructuras algebraicas subyacentes a la propia defi-
nicion del algoritmo de Buchberger. Hay que emplear un cuerpo conmutativo de
coeficientes para definir los monomios con los que construir polinomios multiva-
riables, los monomios deben poseer un orden admisible con el que inducir otro
sobre los polinomios. Luego hay que construir funciones de reduccién apropiadas
entre los polinomios.

Pero asegurar su correcciéon aumenta la variedad: hay que definir el concepto
de ideal polinémico finitamente generado y su congruencia inducida. Por otro
lado, las funciones de reduccién conviene estudiarlas en el marco, mas general,
de las relaciones de reduccion abstractas que proporciona la teoria general de
la reescritura. Todo esto lleva a poder definir con precisién la nocién de base
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de Grdébner y, en este esfuerzo adicional, radica la diferencia entre programar el
algoritmo y demostrar que es correcto.

Pero jes posible aunar programacién y demostraciéon de manera que su desa-
rrollo pueda acometerse en paralelo con un alto grado de fiabilidad? La respuesta
nos la dan los sistemas de razonamiento automatizado.

Nuestro objetivo final es obtener una implementacién verificada del algorit-
mo de Buchberger en el sistema AcCL2 [4]. Presentaremos aqui un plan para
alcanzarlo, las dificultades existentes y como solucionarlas. Este objetivo ha sido
ya alcanzado por L. Théry [11] en el sistema CoQ. Existe también un proyecto
en MIZAR [10] encaminado a la formalizacién de las bases de Grobner.

No obstante, las logicas subyacentes a COQ y MIZAR son muy distintas a la
de Acr2. La logica ACL2 es, con mucho, mas primitiva y no presenta distincién
entre el lenguaje de programacion y el de especificacién. Como contrapartida se
obtiene directamente la ejecutabilidad y es posible alcanzar un grado de auto-
matizacién elevado.

Tres aspectos definen a ACL2. Primero, ACL2 es una logica de primer orden
con igualdad —sin cuantificadores ni tipos— que emplea funciones recursivas
totales; consta ademas de un principio de extensién denominado encapsulado’
que permite cierta expresividad de orden superior. ACL2 también es un lenguaje
de programacién aplicativo, un subconjunto funcional puro de LiSP y por ende,
ejecutable. Por dltimo, ACL2 es un sistema de razonamiento automatizado: un
demostrador de teoremas heuristico con reescritura ordenada e induccién ordinal.

2 El problema de la pertenencia al ideal

Uno de los problemas principales del Algebra Conmutativa es el de la pertenencia
al ideal. Las siguientes definiciones generales nos permitirdn acordar la notacién
que emplearemos. En lo sucesivo, sea A un anillo conmutativo.

Definicion 1. I C A es un ideal de A si permanece cerrado bajo la suma y bajo
el producto por elementos de A.

Definicién 2. El ideal generado por B C A, escrito (B), es el conjunto de las
combinaciones lineales de los elementos de B con coeficientes en A. Se dice que
B es la base de (B) y que un ideal estd finitamente generado si posee base finita.

Definicion 3. La congruencia inducida por un ideal I, escrito =;, se define por
f=19 &= f—gel

Proposicion 1. El problema de la pertenencia a un ideal I es decidible si, y
solo si, la congruencia del ideal =1 es decidible.

Demostracion. Inmediata a partir de la definicion de =;.

! Este principio permite introducir una funcién restringida por axiomas siempre que
se proporcione un modelo para la teoria generada.



3 Anillos de polinomios

Considérese un anillo A = KJz1,...,2;] de polinomios de ¥ € IN* variables
sobre un cuerpo conmutativo arbitrario K. Los elementos de A son polinomios
en las indeterminadas 1, . ..,z con coeficientes en K. Estos estan constituidos
por monomios de A, que son productos de potencias de la forma ¢ - 27" - - - 2%,
donde ¢ € K es el coeficiente y 27" - - - x3* es el término, con ay,...,ar € IN.

Como se observa existe toda una serie de estructuras algebraicas que es ne-
cesario formalizar para llegar al concepto de polinomio. Se ha desarrollado en [6]
una teoria computacional en ACL2 de los polinomios de miiltiples variables sobre
un cuerpo de coeficientes. Esta formalizacion incluye sus operaciones y propieda-
des fundamentales que establecen, principalmente, la existencia de la estructura
de anillo. El objetivo aqui ha sido desarrollar una biblioteca reutilizable sobre
polinomios con el que realizar ulteriores trabajos.

Pese a lo que pueda pensarse, ni siquiera la demostracién de las propiedades
bésicas resulta trivial. No parece que esto se deba a la simplicidad de la légica
AcL2. En [10] se reconoce que desarrollar la asociatividad del producto en MIZAR
supuso un reto. Se sorprenden sus autores de que en tratados de Algebra se deje
la, demostracién como ejercicio o se desarrolle s6lo en el caso univariable y de
manera incompleta, recurriendo a un razonamiento por analogia. De igual forma,
el autor de [11] vio incrementado su esfuerzo por problemas técnicos surgidos
durante la formalizacién de los polinomios en C0Q. Otra formalizacién del anillo
de polinomios se encuentra en [2].

Con respecto a la representacion de los polinomios, se ha evolucionado hacia
una representacion dispersa, normalizada e uniforme. Es decir, una vez fijado el
naimero de variables, se puede asociar una forma canénica a cada polinomio en
la que los monomios estan en orden estrictamente decreciente, no existe ningu-
no que sea nulo y todos contienen el mismo nimero de variables. La principal
ventaja de esta representacion se encuentra a la hora de decidir la igualdad.

Internamente se emplean listas de monomios, que a su vez son listas cuyo
primer elemento es su coeficiente y cuyo resto es su término. Cada término se
representa univocamente mediante una lista de nimeros naturales una vez que
se han determinado dos cosas: el conjunto de variables y su orden.

El orden de monomios induce un orden entre polinomios, que también ha
sido desarrollado en ACL2, véase [7]. Son imprescindibles aqui las propiedades
de buena fundamentaciéon de los érdenes. Por razones técnicas de la logica de
AcL2, su demostracién se ha llevado a cabo mediante inmersion ordinal en €.

4 Ideales polinémicos

La nocién de ideal polinémico finitamente generados puede desarrollarse en ACL2
a partir de este marco. En lo sucesivo, sean p y ¢ polinomios, y C' y F listas de
polinomios.

La pertenencia de p a (F') puede expresarse con el predicado 3C p = cl(C, F),
donde ¢l es una funcién recursiva que calcula la combinacién lineal de los ele-
mentos de F' con coeficientes en C. Pero ACL2 no posee cuantificadores, asi que



para ocultar el cuantificador introducimos una funcién de Skolem restringida por
axiomas a devolver una lista de coeficientes testigo de la pertenencia al ideal.

(defun-sk en-ideal (p F)
(exists (C)
(and (polinomiosp C)
(equal p (c1 C F)))))

Internamente, este evento hace uso del principio de encapsulado para ex-
tender la logica conservativamente con esta nueva funcién y su teorfa asociada.
Entonces es posible demostrar las propiedades fundamentales que debe satisfacer
un ideal:

(defthm |p en <F> & q en <F> => p + q en <F>|
(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q) (polinomiosp F))
(implies (and (en-ideal p F) (en-ideal q F))
(en-ideal (+ p q@) F))))

(defthm |q en <F> => p * q en <F>|
(implies (and (polinomiop p) (polinomiosp F))
(implies (en-ideal q F)
(en-ideal (* p @ F))))

5 Reducciones polinébmicas

Sea <js un orden bien fundamentado sobre los monomios y p un polinomio no
nulo. El monomio principal de p con respecto a <ps se denominara mp(p). El
coeficiente del monomio principal serd cp(p) y su término tp(p). Para referirnos
al resto del polinomio se empleara resto(p).

Definicién 4. Sea f un polinomio no nulo. La relacion de reduccion — 5 sobre
polinomios inducida por f se define de manera que p =y g si p contiene un
monomio m, no nulo, tal que Ie m = —c-mp(f) yg=p+c- f.

Definiciéon 5. Sea F = {f1,..., fr} un conjunto finito de polinomios no nulos.
La relacion de reduccion inducida por F' se define como —p = Ule =

A continuacién se presenta la formalizacién de la reduccién sobre polinomios
dentro del marco suministrado por [8,9] donde se formalizan las reducciones abs-
tractas como funciones binarias que a partir de un objeto de un cierto dominio,
y de un operador, devuelven otro objeto del mismo dominio, llevando a cabo un
paso de reduccion. Un operador no puede ser aplicado a cualquier objeto, por
lo que se introduce también un predicado binario que indicard cuando es vdlida
dicha aplicacién.

Posteriormente, esto nos permitird traspasar mediante instanciacién funcio-
nal propiedades bien conocidas de las reducciones abstractas al caso particular
de las reducciones polinémicas, sin necesidad de demostrarlas partiendo de cero.

Esta formalizacion requiere definir tres funciones. Un predicado unario que
especifica el conjunto sobre el cual pretendemos que esté definida la reduccion, en



nuestro caso particular, el de los polinomios. Una funcién binaria, reduccion,
que representa la aplicacién de un operador a un objeto, donde un operador
sera representado por una estructura que constan de los valores m, cy f de la
definiciéon 4. Y, por ultimo, un predicado binario, valido, que comprobaré si es
valido aplicar un operador a un objeto.

Para que sea valido aplicar un operador a p, p debe ser un polinomio que
contenga al monomio m, f debe ser un polinomio no nulo perteneciente a F' y
¢ = —m/mp(f). Para esto ultimo es necesario que mp(f) divida a m.

El siguiente paso es definir la relacién 7} inducida por —r. Debido a las
limitaciones de la logica de ACL2, se afiade un pardmetro extra a la funcién para
evitar la aparicion del cuantificador existencial. Este nuevo parametro tiene como
cometido almacenar la secuencia de pasos de reduccién que se realizan.

Un paso de prueba se representa mediante una estructura con cuatro campos:
un campo booleano que indica si el paso es directo o no, el operador que se aplica
y los elementos que se conectan (eltl, elt2).

Una vez tenemos la funcién paso-valido que comprueba la validez de un
paso de prueba, podemos definir qué entendemos por equivalencia entre dos
polinomios uniformes respecto la reduccién polinémica que hemos definido (el
parametro prueba contiene los pasos de prueba que demuestran que p <% ¢q).

(defun <->* (p q prueba F)
(if (endp prueba)
(and (equal p q) (polinomiop p))
(and (polinomiop p)
(paso-valido (first prueba) F)
(equal p (eltl (first prueba)))
(<->* (elt2 (first prueba)) q (rest prueba) F))))

Por dltimo se aborda la demostracion de la noetherianidad de la relacion de
reduccién. En este caso < representa el orden de polinomios y estd probada su
buena fundamentacién. Asi que esa relacién se puede utilizar para enunciar la
noetherianidad de la reduccién polindémica previamente presentada.

(defthm |reduccion(p, o) < pl
(implies (and (polinomiop p) (polinomiosp F))
(implies (valido p o F)
(< (reduccion p o) p))))

En cuanto a la funcién de reduccién polindémica, red*, que se utiliza en el
algoritmo de Buchberger, se modela a partir de la clausura de la extensiéon a
conjuntos de una funcién de reduccién que recibe dos polinomios y devuelve el
resultado de reducir su primer pardmetro respecto del segundo.

Se demuestra la estabilidad del ideal respecto a la funcién de reduccién,
g€ F = (pe(F) < redy(p,q) € (F))

Por ultimo, el siguiente teorema establece que la congruencia del ideal es
subconjunto de la relacion de equivalencia (en realidad son iguales, pero sélo
necesitaremos la contencioén en un sentido).



Teorema 1. Si F = {f1,..., fr} es un conjunto finito de polinomios e I = (F)
entonces p=1q = pp ¢

(defthm |p =<F> q => p <->F* ql
(implies (and (polinomiop p) (polinomiop q) (polinomiosp F))
(implies (=<> p q F)
(<->* p q (prueba-<->* p q F) F))))

6 El algoritmo de Buchberger

Definicién 6. Sea F' = {fi1,..., fx} un conjunto finito de polinomios. F es una
base de Grobner de un ideal I si I = (F) y —p es confluente.

Definicion 7. Sean f; = mp(fi) + resto(f;) y f; = mp(f;) + resto(f;), m =
mem(mp(f;), mp(f;)) el minimo comin mailtiplo de los monomios principales
de fi y fj, y m; y m; monomios tales que m; - mp(f;) = m = m; - mp(f;). El
s-polinomio inducido por los polinomios f; y f; se define como:

s-polinomio (f;, ;) = mifi — m; f;

Teorema 2. Sea F = {f1,..., fr} un conjunto finito de polinomios. Entonces
G es una base de Grobner de F' si, y sdlo si, todos los s-polinomios inducidos
por los polinomios de G se reducen a 0.

Para formalizar en ACL2 el algoritmo de Buchberger es necesario previamente
definir varias funciones. La funcién parejas devuelve las parejas formadas por un
elemento y todos los de otro conjunto; y la funciéon parejas-iniciales devuelve
todas las parejas que se pueden formar con los elementos de un conjunto.

Seguidamente se define la funcién principal que lleva a cabo todo el proceso
de célculo de una base de Grobner a partir de una base inicial y que recibe como
parédmetros la base inicial F.

(defun Buchberger-aux (F C)
(declare (xargs :measure (medida-Buchberger F C)))
(if (and (polinomiosp F)
(polinomiosp (aplana C)))
(if (endp C)
F
(let* ((p (first (first C)))
(q (second (first C)))
(b (red* (s-polinomio p q) F)))
(if (equal h (nulo))
(Buchberger-aux F (rest C))
(Buchberger-aux (cons h F)
(append (parejas h F) (rest C))))))
F))

(defun Buchberger (F)
(Buchberger-aux F (parejas-iniciales F)))



Obsérvese que se ha de suministrar una medida para poder demostrar la
parada del algoritmo. Esta cuestion serd estudiada a continuacion.

6.1 Parada

Los argumentos de terminaciéon en ACL2 se basan en la nocién de estructura
bien fundamentada. Los ordinales hasta €y con su relacién de orden habitual
constituyen la tnica estructura bien fundamentada disponible primitivamente
en el sistema y son necesarios para demostrar la terminacién de las funciones
introducidas.

Para abordar la terminacién del algoritmo de Buchberger empleamos un or-
den lexicogréfico sobre pares de listas de polinomios, ya que se puede observar
que en la primera rama recursiva el primer pardmetro permanece inalterado
mientras el segundo parametro decrece estructuralmente —se elimina un poli-
nomio de la lista— y que en la otra rama, el primer pardmetro decrece en un
cierto sentido pese a que se le anade un nuevo polinomio. Esto es consecuencia
del siguiente lema.

Lema 1 (de Dickson). Dada una sucesion {s,} en IN*, existeni y j tales que
1< 3 A8 <g 8j donde (al,...,ak) <k <b1,...,bk> siV1<i<ka; <b;.

Consideremos la secuencia de términos lideres de los polinomios del para-
metro y la relacién de divisibilidad entre términos —los términos pueden verse
como elementos de IN* donde <, juega el papel de la relacién de divisibilidad—
el lema anterior implica que no se pueden seguir afiadiendo a la lista eternamente
polinomios cuyos términos lideres no son divisibles por los anteriores.?

En este lema subyace un orden bien fundamentado sobre listas de polinomios.
El problema estd en construir ese orden, combinarlo con el orden estructural
del otro paradmetro mediante un producto lexicogréfico, y demostrar mediante
inmersién en los €p-ordinales que estd bien fundamentado.

Es decir, dada una lista de términos que tiene la propiedad que ningin tér-
mino divide a otro mas all4 en la secuencia, hay que construir una inmersién de
la secuencia de términos en los ordinales, de manera que la secuencia de ordi-
nales sea estrictamente decreciente. Esta es una reformulacion «finitay del lema
de Dickson, pero es justo lo que se necesita si un determinado argumento de
terminacion confia en esta propiedad de las secuencias de términos. Y éste es el
caso del algoritmo de Buchberger.

Siguiendo estas lineas se ha definido una medida para demostrar la termina-
cion del algoritmo de Buchberger a partir de la que se emplea para demostrar el
lema de Dickson en [5].

2 Esto es asi porque el polinomio que se afiade a la base, h, no es nulo y es irreducible
por F. En consecuencia, su término lider no es divisible por ninguno de los términos
lideres de los polinomios de F'.



6.2 Correccién parcial

Algunas de las ideas necesarias para llevar a cabo la demostracion de correccién
del algoritmo de Buchberger aparecen en [1,3,12], pero dado que una demostra-
cién completamente formal requiere un nivel de detalle mucho mayor del que
aparece en un texto estandar, hemos establecido una serie de etapas, a modo de
plan o estrategia de prueba, que nos conduciran al resultado final.

1. Demostrar la estabilidad del ideal respecto al algoritmo de Buchberger.
p € (F) < p € (Buchberger(F))

2. Demostrar que la relacién de reduccién es normalizadora. Para ello definimos
una funcién fnp que calcula la forma normal o irreducible de un polinomio
respecto a F' y otra que construye una prueba que nos conduce desde un
polinomio hasta su forma normal.

3. Demostrar que fnp(p) = red}(p), y por lo tanto que p —3% red}.(p), donde
red}. es la funcién de reduccién que se utiliza en el algoritmo de Buchberger.

4. Demostrar que ¢(F) implica la confluencia local de la relacion de reduccion:

&(F) = Vp,q,r (p=rgAp—rrT = qlpT)

donde @(F) expresa el hecho de que los s-polinomios formados a partir de
polinomios de una base F' se reducen a 0.

&(F) =Vp,q € F s-polinomio(p,q) =} 0

La confluencia local se reformula mediante los conceptos de prueba con forma,
de pico local y prueba con forma de valle. Una reduccion es localmente
confluente si, y so6lo si, para toda prueba con forma de pico local existe
una prueba equivalente con forma de valle. Para evitar la cuantificacién
existencial se definird una funcién que construira una prueba con forma de
valle a partir de otra con forma de pico local.

5. Demostrar que si la relacién de reduccién inducida por F' es localmente
confluente y noetheriana entonces la relacién de equivalencia inducida es
decidible.

Vp,q,7r (p >r ¢Ap —>rr = ql3r) A —F esnoetheriana —
Vp,q (p ©F g < far(p) = far(q))

Esto se obtiene por instanciacién funcional de los resultados presentados en
[8,9] en el que se asume la existencia de una relaciéon de reducciéon conver-
gente® y se demuestra que su equivalencia inducida es decidible. Nuestra
reduccion es convergente, por tanto definimos un procedimiento de decision
para la equivalencia inducida, demostrando que es correcto y completo. Este
se limita a comprobar la igualdad de las formas irreducibles.

3 Es decir, localmente confluente y noetheriana.



6. Demostrar que se cumple &(Buchberger(F)).

7. Demostrar que la relaciéon de reducciéon inducida por G = Buchberger(F')
es localmente confluente. Este resultado y el hecho de que sea normaliza-
dora nos permiten demostrar que la equivalencia inducida es decidible por
instanciacién funcional.

Una vez llevado a cabo este plan, podemos obtener el resultado final de-
mostrando el siguiente teorema que expresa el hecho de que el algoritmo de
Buchberger devuelve una base de Grobner.

Teorema 3. Sea G = Buchberger(F'), entonces p € (F) <= p —=§0

Demostracion. Demostremos primero que p € (G) = p —§ 0.

p€(F) = pe(G) (ya que p € (F) < p € (G))
= p=¢0 (por definicién de =¢)
= peg0 (vaque p=gq = p+&q)

Recordemos que se cumple @(G), que implica que —¢g es localmente confluente.
Ademas — es normalizadora, independientemente de G, por lo que sabemos que
¢ es decidible: basta comparar las formas normales.

p o5 0 = fag(p) = frc(0) (por decidibilidad de «+¢;)
= redg(p) = redg(0)  (va que fng(p) = redg(p))
= red(p) =0 (por definicion de redg;)
= p—50 (ya que p =g redg(p))

A continuacién, demostremos que p =& 0 = p € (F).

p—o50 = poi0 (va que =* C %)
= fng(p) = fng(0) (por decidibilidad de < ;)
= redg(p) = redg(0)  (ya que fng(p) = redg(p))
= red(p) =0 (por definicion de redg;)
= red((p) € (G) (ya que 0 € (G))
= pe(G) (va que p € (G) <= redg(p) € (G))
= p € (F) (va que p € (F) <= p€(G))

Los teoremas ACL2 correspondientes serian los siguientes, donde prueba-fn
es la funcién que construye una prueba que conduce desde un polinomio hasta
su forma normal.

(defthm |G = Buchberger(F) & p en <F> => p ->*G 0]
(let* ((G (Buchberger F)) (prueba (prueba-fn p G)))
(implies (and (polinomiop p) (polinomiosp F))
(implies (en-ideal p F) (->* p (nulo) prueba G)))))



(defthm |G = Buchberger(F) & p ->*G 0 => p en <F>|
(implies (and (polinomiop p) (polinomiosp F))
(implies (->* p (nulo) prueba (Buchberger F)) (en-ideal p F))))

7 Conclusiones y trabajo futuro

Hemos mostrado cémo es posible aunar programacion y demostracién en el de-
sarrollo de algoritmos algebraicos en el sistema ACL2.

El objetivo final es obtener una implementacién verificada del algoritmo de
Buchberger en AcL2 siguiendo los pasos de la estrategia presentada. Queda por
demostrar parte del cuarto apartado del plan —esta propiedad equivale, en este
contexto, al teorema de pares criticos de Knuth y Bendix— y parte del teorema
&(Buchberger(F)) del apartado sexto.

En el enfoque seguido no nos limitamos a demostrar que el algoritmo de
Buchberger devuelve una base de Grobner sino que finalmente proporcionaremos
un procedimiento de decision verificado para el problema de la pertenencia al
ideal exhibiendo las funciones computables necesarias para que se cumpla que
p € (F) < redy(p) =0, siendo G = Buchberger(F).

Por otro lado queremos destacar la caracteristica de ejecutabilidad en AcL2
de los algoritmos obtenidos y la reutilizacién de trabajos previamente desarro-
llados en dicho sistema, que creemos muy positivo.
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