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Capitulo 1
Prodlogo

Este libro constituye el primer volumen de una serie sobre deducciéon au-
tomatica. Su objetivo es la presentacién de Prolog como un sistema de de-
ducciéon automatica y la construccién en Prolog de sistemas de deducciéon pro-
posicional.

En el primer capitulo presentamos la programacién logica en Prolog co-
mo una aplicacién de la deduccién automatica a la vez que se introducen los
conocimientos de Prolog necesarios en los siguientes capitulos del libro.

En el segundo capitulo se formaliza en Prolog los conceptos béasicos de la
l6gica proposicional y se muestra como pueden resolverse algunos problemas
con OTTER y MACE.

En el tercer capitulo se construyen en Prolog distintos cédlculos légicos pro-
posicionales.

En los siguientes volimenes continuaremos la construccién de sistemas 16gi-
cos (para la 16gica de primer orden con igualdad), estudiaremos el razonamiento
asistido por ordenador (con OTTER, MACE y ACL2) y aplicaciones del razo-
namiento automaético.

El material de este volumen y los siguientes forma parte de cursos impar-
tidos por los autores en el Departamento de Ciencias de la Computacién e
Inteligencia Artificial de la Universidad de Sevilla. Se puede acceder a dichos
cursos en la Red a través de http://www.cs.us.es/”jalonso.
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Capitulo 2

Introduccion a la
programacion légica con
Prolog

En este capitulo presentamos el lenguaje de programacién légica Prolog con
un doble objetivo: como una aplicacién de la deduccién automatica y como
soporte para la construccién de los sistemas logicos que realizaremos en los
siguientes capitulos.

Los textos fundamentales de Prolog son [2], [5], [10] ¥ [11].

2.1 El sistema deductivo de Prolog

En esta seccién vamos a presentar el procedimiento bésico de deduccién de Pro-
log: la resolucion SLD. La presentacién la haremos ampliando sucesivamente
la potencia expresiva del lenguaje considerado.

2.1.1 Deduccion Prolog en légica proposicional

En esta seccidon vamos a estudiar el sistema deductivo de Prolog en el caso de
la 1égica proposicional. Vamos a desarrollar el estudio mediante el siguiente
ejemplo.
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Ejemplo 2.1.1 [Problema de clasificacién de animales]
Disponemos de una base de conocimiento compuesta de reglas sobre clasifica-
cion de animales y hechos sobre caracteristicas de un animal.

e Regla 1: Si un animal es ungulado y tiene rayas negras, entonces es una
cebra.

e Regla 2: Si un animal rumia y es mamifero, entonces es ungulado.
e Regla 3: Si un animal es mamifero y tiene pezunas, entonces es ungulado.
e Hecho 1: El animal tiene es mamifero.
e Hecho 2: El animal tiene pezunas.
e Hecho 3: El animal tiene rayas negras.
Demostrar a partir de la base de conocimientos que el animal es una cebra.

Demostracién: Una forma de demostrarlo es razonando hacia atras. El pro-
blema inicial consiste en demostrar que el animal es una cebra. Por la regla
1, el problema se reduce a demostrar que el animal es ungulado y tiene rayas
negras. Por la regla 3, el problema se reduce a demostrar que el animal es
mamifero, tiene pezunas y tiene rayas negras. Por el hecho 1, el problema se
reduce a demostrar que el animal tiene pezunas y tiene rayas negras. Por el
hecho 2, el problema se reduce a demostrar que el animal tiene rayas negras.
Que es cierto por el hecho 3. O

Para resolver el problema anterior con Prolog tenemos que considerar las si-
guientes cuestiones: (1) cdmo se representan las reglas, (2) c6mo se representan
los hechos, (3) cémo se representan las bases de conocimientos en Prolog, (4)
c6mo se inicia una sesién Prolog, (5) cdmo se carga la base de conocimiento, (6)
cémo se plantea el objetivo a demostrar y (7) cémo se interpreta la respuesta.
Una vez resuelto, se plantean las siguientes cuestiones: (8) cémo ha realizado
Prolog la busqueda de la demostracién, (9) cudl la demostracién obtenida y
(10) como se corresponde dicha demostracién con la anteriormente presentada.

Para representar una regla, se empieza por elegir los simbolos para los
atomos que aparecen en la regla. Para la regla 1, podemos elegir los simbolos
es_ungulado, tiene_rayas_negras y es_cebra. La regla 1 puede represen-
tarse como

Si es_ungulado y tiene_rayas_negras entonces es_cebra
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Usando las conectivas logicas la expresion anterior se escribe mediante la férmula
es_ungulado A tiene_rayas_negras — es_cebra
donde A representa la conjuncién y —, el condicional. La férmula anterior se
representa en Prolog, mediante la clausula
es_cebra :- es_ungulado, tiene_rayas_negras.
Se puede observar que la transformacién ha consistido en invertir el sentido
de la escritura y sustituir las conectivas por :- (condicional inversa) y , (con-
juncién). El dtomo a la izquierda de :- se llama la cabeza y los dtomos a la
derecha se llama el cuerpo de la regla.
Para representar los hechos basta elegir los simbolos de los atomos. Por
ejemplo, el hecho 2 se representa en Prolog por
tiene_rayas_negras.
es decir, el simbolo del &tomo terminado en un punto. Los hechos pueden verse
como cldausulas con el cuerpo vacio.
Para representar la base de conocimiento en Prolog, se escribe en un fichero
(por ejemplo, animales.pl) cada una de las reglas y los hechos ‘.

es_cebra :- es_ungulado, tiene_rayas_negras. 9 Regla 1
es_ungulado :- rumia, es_mamifero. % Regla 2
es_ungulado :- es_mamifero, tiene_pezufias. % Regla 3
es_mamifero. % Hecho 1
tiene_pezufias. % Hecho 2
tiene_rayas_negras. % Hecho 3

Al lado de cada regla y de cada hecho se ha escrito un comentario (desde %
hasta el final de la linea).

Para iniciar una sesién de Prolog (con SWI Prolog) se usa la orden pl.
La base de conocimiento se carga en la sesién Prolog escribiendo el nombre
entre corchetes y terminado en un punto. La pregunta se plantea escribiendo
el &tomo y un punto.

> pl
Welcome to SWI-Prolog (Version 5.0.3)
Copyright (c) 1990-2002 University of Amsterdam.

?- [animales].

1En la versién 5.0 de SWI Prolog, para que no dé error en los predicados no definidos,
hay que anadirle la linea :- set_prolog-flag(unknown,warning) .
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Yes

7?- es_cebra.
Yes

La respuesta Yes significa que ha demostrado que el animal es una cebra.
Podemos ver como Prolog ha obtenido la demostraciéon mediante el drbol

de deduccidn:
- es_cebra.

R1

:— es_ungulado,
tiene_rayas_negras.

I- rumia, - es_mamifero,
es_mamifero, tiene_pezufias,
tiene_rayas_negras. tiene_rayas_negras.

Fallo H1

:— tiene_pezufas,
tiene_rayas_negras.

H2
‘ :— tiene_rayas_negras.

H3

Exito

La busqueda de la prueba es una buisqueda en profundidad en un espacio de
estados, donde cada estado es una pila de problemas por resolver. En nuestro
ejemplo, el estado inicial consta de un unico problema (es_cebra). Buscamos
en la base de hechos una clausula cuya cabeza coincida con el primer problema
de la pila, encontrando sélo la regla 1. Sustituimos el problema por el cuerpo
de la regla. dando lugar a la pila es_ungulado, tiene_rayas_negras. Para
el primer problema tenemos dos reglas cuyas cabezas coinciden (las reglas 2 y
3). Consideramos en primer lugar la regla 2, produciendo la pila de problemas
rumia, es_mamifero, tiene_rayas_negras. El primer problema no coincide
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con la cabeza de ninguna cldusula. Se produce un fallo y se reconsidera la
eleccién anterior. Consideramos ahora la cldusula 3, produciendo la pila de
problemas es_mamifero, tiene_pezufias, tiene_rayas_negras. Cada uno
de los problemas restantes coincide con uno de los hechos, con lo que obtenemos
una solucién del problema inicial.

Podemos observar que el drbol tiene dos ramas: una rama de fallo (su hoja
es no vacia y su primer dtomo no coincide con la cabeza de ninguna regla) y
una rama de éxito (su hoja es vacia).

A partir de la rama de éxito podemos extraer la siguiente demostracién (por
resolucién SLD):

- es_cebra. es_cebra :-
es_ungulado,
tiene_rayas_negras.

:— es_ungulado, es_ungulado :-
tiene_rayas_negras. es_mamifero,
tiene_pezudnas.

- es_mamifero, es_mamifero.

tiene_pezufas,
tiene_rayas_negras.

:— tiene_pezuias, tiene_pezufias.
tiene_rayas_negras.

:— tiene_rayas_negras. tiene_rayas_negras.

Leida en sentido contrario, y con notacion logica, se obtiene la siguiente

demostracion
1 tiene_rayas_negras Hecho 3
2 tiene_pezufias Hecho 2
3 es_mamifero Hecho 1
4 es_ungulado Regla 3 y lineas 3 y 2
5

es_cebra Regla 1 y lineas 4 y 1
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2.1.2 Deduccion Prolog en légica relacional

En esta seccién vamos a ampliar la presentacién del sistema deductivo de Prolog
a la légica relacional (con variables, cuantificadores, constantes y simbolos de
relacién). A lo largo de la seccién se mostrard el uso de la unificacién.

La presentacion se basard en la siguiente base de conocimientos:

e Hechos: 6 y 12 son divisibles por 2 y por 3.
e Hecho: 4 es divisible por 2.
e Regla: Los nimeros divisibles por 2 y por 3 son divisibles por 6.

Para representar la base de conocimiento usaremos las constantes 2, 3, 6

y 12 y el predicado binario divide, entendiendo que se verifica si el primer
argumento divide al segundo. Los hechos se representan mediante 4 clausulas
unitarias. La regla, se puede expresar como para todo X: si X es divisible por
2y X es divisible por 3, entonces X es divisible por 6. La representacién logica
de la regla es

(VX)[divide(2, X) A divide(3, X ) — divide(6, X)]
y su representacién Prolog es

divide(6,X) :- divide(2,X), divide(3,X).
en la que observamos que aparece la variable X (en Prolog se consideran va-
riables las palabras que empiezan por mayuscula) y que estd universalmente
cuantificada de manera implicita. La representacion en Prolog de la base de
conocimientos es

divide(2,6). % Hecho 1
divide(2,4). % Hecho 2
divide(2,12). % Hecho 3
divide(3,6). % Hecho 4
divide(3,12). % Hecho 5
divide(6,X) :- divide(2,X), divide(3,X). % Regla 1

Usando la base de conocimiento podemos determinar los niimeros divisibles
por 6 como se muestra a continuacion

?- divide(6,X).
X=6;

X =12 ;

No
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Después de obtener la primera respuesta se determina otra pulsando punto y
coma. Cuando se intenta buscar otra responde No que significa que no hay més
respuestas.

El arbol de deduccién correspondiente a la sesion anterior es

:— divide(6,X).
R1

- divide(2,X),

divide(3,X).-

H1 {X/6 H3 {X/12
% X/4} /12y
‘ - divide(3,6).‘ - divide(3,4). - divide(3,12).‘
Ha Fallo H5
Respuesta X=6 Respuesta X=12

Podemos observar en el arbol dos ramas de éxito y una de fallo. Ademas, el
paso entre objetivos se ha ampliado: no se exige que el primer objetivo sea igual
que la cabeza de una cldusula, sino que sea unificable (es decir, que exista una
sustitucién que los haga iguales); por ejemplo, en el segundo paso el objetivo
divide(2,X) se unifica con el hecho divide(2,6) mediante la sustitucion de X
por 6 (representada por {X/6}. Componiendo las sustituciones usadas en una
rama de éxito se obtiene la respuesta.

2.1.3 Deduccion Prolog en légica funcional

En esta seccién volvemos a ampliar la presentacién del sistema deductivo de
Prolog al caso de la 1égica funcional (con sfmbolos de funcién). Ademds, pre-
sentaremos el primer ejemplo de definicién recursiva y detallaremos el célculo
de unificadores.

Los ntimeros naturales se pueden representar mediante una constante 0 y
un simbolo de funcién unitaria s que representan el cero y el sucesor respec-
tivamente. De esta forma, 0, s(0), s(s(0)), .... representan a los niimeros
naturales 0,1,2,.... Vamos a definir la relacién suma(X,Y,Z) que se verifique
si Z es la suma de los nimeros naturales X e Y con la anterior notacién. La
definicién, por recursién en el primer argumento, se basa en las identidades
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0+Y=Y
s(X) + Y = s(X+Y)

que se traduce en las férmulas

(VY)[suma(0,Y,Y)]
(VX,Y, Z)[suma(X,Y, Z) — suma(s(X),Y, s(Z2))]

y éstas en el programa Prolog

suma(0,Y,Y). % R1
suma(s(X),Y,s(Z2)) :- suma(X,Y,Z). % R2

Vamos a usar el programa para responder a distintas siguientes cuestiones
y explicar como se obtienen las respuestas.

La primera cuestién consiste en calcular la suma de s(0) y s(s(0)). La
forma de plantear la cuestion en Prolog y la respuesta obtenida es

?7- suma(s(0),s(s(0)),X).
X = s(s(s(0)))

Yes

El arbol de deduccién es

\:— suma(s(0),s(s(0)),X0).
suma(s(X1),Y1,s(Z1)) :-
suma(X1,Y1,Z1).
{X1/0,Y1/s(s(0)),X0/s(Z1)}
‘ - suma(0,s(s(0)),71).
suma(0,Y2,Y2).
{Y2/s(s(0)), Z1/s(s(0))}

Resp.: X = X0 = s(Z1) = s(s(s(0)))

Del arbol vamos a comentar la separacion de variables, las unificaciones y el
calculo de la respuesta. Para evitar conflicto con las variables, se cambia de
nombre anadiendo el indice a las del objetivo inicial y para las cldusulas del
programa se anhade como indice el nivel del drbol. El nodo inicial sélo tie-
ne un sucesor con la regla 2, porque es la cabeza de la tnica regla con la
que unifica; efectivamente el dtomo suma(s(0),s(s(0)),X0) no es unificable
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con suma(0,Y1,Y1) porque los primeros argumentos son atomos sin variables
distintos y si es unificable con suma(s(X1),Y1,s(Z1) mediante la sustitucién
{X1/0, Y1/s(s(0)), X0/s(Z1)} que aplicada a ambos dtomos da el atomo
suma (s(0),s(s(0)),s(Z1)). Lo mismo sucede con el segundo nodo. Final-
mente, la respuesta se calcula componiendo las sustituciones realizadas en la
rama de éxito a las variables iniciales: X se sustituye inicialmente por X0, en
el primer paso se sustituye X0 por s(Z1) y en el segundo se sustituye Z1 por
s(s(0)) con lo que el valor por el que sustituye X es s(s(s(0))).

La segunda cuestién es cémo calcular la resta de s(s(s(0))) y s(s(0)).
Para ello no es necesario hacer un nuevo programa, basta con observar que
X =a—-0b< X 4+ a =0y plantear la pregunta

?- suma(X,s(s(0)),s(s(s(0)))).
X =s(0) ;
No

En el arbol de deduccion es

| :- suma(x0,s(s(0)),s(s(s(0)))-

suma(s(X1),Y1,s(Z1)) :-
suma(X1,Y1,71).

{X0/s(X1),Y1/s(s(0)),z1/s(s(0))}

‘ - suma(X1,s(s(0)),s(s(0))).- ‘
suma(0,Y2,Y2). suma(s(X2),Y2,s(Z2)) :-
{X1/0, Y2/s(s(0))} suma(X2,Y2,22).

{X1/s(X2),Y2/s(s(0)),z22/s(0)}
- ‘:— suma(X2,s(s(0)),s(0)). ‘

Resp: X=X0=s(X1)=s(0) suma(s(X3),Y3,s(Z3)) :-
suma(X3,Y3,23).
{X2/s(X3),Y3/s(s(0)),Z23/0}

‘:— suma(X3,s(s(0)),0).‘

Fallo

en el que se observa que al intentar obtener una segunda respuesta se produce
una rama de fallo, ya que el iltimo objetivo de la segunda rama no es unificable
con la cabeza de la primera cldusula (porque el segundo y tercer argumentos del
objetivo son términos sin variables distintos) ni con la de la segunda (porque
los terceros argumentos son términos sin variables distintos).

La tercera cuestion es descomponer el niimero 2 en suma de dos niimeros na-
turales; es decir resolver la ecuacion X + Y = 2. Tampoco para este problema
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se necesita un nuevo programa, basta realizar la siguiente consulta

7- suma(X,Y,s(s(0))).
=0

s(s(0)) ;

s(0)

s(0) ;

s(s(0))

=0 ;

[ T o B T B S
I

No

con la que se obtienen las tres soluciones 2=0+2=1+1=2+0. El arbol de deduccion

es
- suma(X0,Y0,s(s(0))).-
R1 {Xo0/0, R2 {X0/s(X1),
Y1/s(s(0)), Y1/Y0,
Y0/s(s(0))- Z1/s(0)}
- suma(X1,Y0,s(0)).
X=0 R1 {X1/0, R2 {X1/s(X2),
Y=s(s(0)) Y2/s(0), Y2/Y0,
Y0/s(0)} Z2/0%}
- ‘ ‘:— suma(X2,Y0,0).
X=s(0) R1 {x2/0,
Y=s(0) Y3/0,
Y2/0%}

X=s(s(0))
Y=0

Vamos a comentar la unificacién de la primera resolucién. Los 4tomos a unificar
son t; = suma(X0,Y0,s(s(0))) y to =suma(0,Y1,Y1). Para unificar los pri-
meros argumentos necesitamos la sustitucién o3 = {X0/0}. Aplicando o7 a los
atomos obtenemos o1 (t1) =suma(0,Y0,s(s(0))) y o1(t2) =suma(0,Y1,Y1).
Para unificar los segundos argumentos podemos usar la sustituciéon oo ={Y0/Y1}.
Aplicando o2 a los dtomos obtenemos o3(o1(t1)) =suma(0,Y1,s(s(0))) y
o2(01(t2)) =suma(0,Y1,Y1). Para unificar los terceros argumentos necesita-
mos la sustitucién o3 ={Y1/s(s(0))}. Aplicando o3 a los dtomos obtenemos
o3(02(01(t1))) = o3(02(01(t2))) =suma(0,s(s(0)),s(s(0))). En definitiva,
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un unificador de ¢; y to se obtiene componiendo las anteriores sustituciones
o = 030201 ={X0/0, Y0/s(s(0)), Y1/s(s(0))}
La cuarta cuestion es resolver el sistema de ecuaciones

1+X=Y
X+Y =1

En este caso basta plantear una pregunta compuesta

?7- suma(s(0),X,Y), suma(X,Y,s(0)).

X=0
Y = s(0) ;
No

El arbol de deduccién es

:—- suma(s(0),X0,Y0)
suma(X0,Y0,s(0)).

R2 {X1/0, Y1/X0, YO/s(Z1)}

- suma(0,X0,21),
suma(X0,s(Z1),s(0)).

R1 {z1/X0}
‘ - suma(X0,s(X0),s(0)).- ‘
R1 {X0/0} R2 {X0/s(X3),Y3/s(X0),Z3/0}

- suma(X3,s(X0),0).

X=0 Fallo
Y=s(0)

En este ejemplo se observa que el unificador del primer objetivo y la cabeza
de la clausula se le aplica a los restantes objetivos: en el primer paso se ha
sustituido la variable YO del segundo objetivo por s(Z1).

2.2 Listas

En esta seccién vamos a estudiar cémo se representan las listas en Prolog y a
definir relaciones sobre listas que usaremos en el capitulo siguiente.
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2.2.1 Representacion de listas

De manera anéloga a la construccién de los naturales a partir de 0 y s, las listas
puede definirse mediante una constante [1 (que representa la lista vacia) y un
simbolo de funcién binario . (de manera que que si L es una lista el término
. (a,L) representa la lista obtenida anadiendo el elemento a a la lista L). N6tese
que no todas las expresiones . (a,b) son listas, sino sélo las que se obtienen
mediante las siguientes reglas:

e La lista vacia [] es una lista.
e SiL es una lista, entonces . (a,L) es una lista.

Por ejemplo, la lista cuyo tinico elemento es a se representa por . (a, [1) y la lis-
ta cuyos elementos son a y b se representa por . (a, . (b, [1)). Para simplificar
la notacién, Prolog admite escribir las listas utilizando corchetes y separando
sus elementos por comas; por ejemplo, las listas anteriores pueden escribir-
se como [a] y [a,b], respectivamente. Para comprobar la correspondencia,
podemos utilizar la unificacién de Prolog (=):

7- . (X,Y) = [a].
X =a

Y=1[]

7- . (X,Y) = [a,b].
X =a

Y = [b]

7- . (X,.(,2)) = [a,b].

X =a
Y=5»
Z=1]

En el segundo ejemplo se observa que si . (X,Y) es una lista, entonces X es el
primer elemento e Y es el resto de la lista. En la escritura abreviada de listas
en Prolog, dicho término puede escribirse como [X|Y]. Otros ejemplos, usando
dicha notacién son

?7- [X1Y] = [a,Db].
X =a
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Y = [b]

7- [X1Y] = [a,b,c,d].
X =a

Y = [b, c, d]

?7- [X,YIZ] = [a,b,c,d].

X =a
Y=5D
Z = [c, d]

2.2.2 Concatenacion de listas

Vamos a definir la relacién conc (A,B,C) que se verifique si C es la lista obtenida
escribiendo los elementos de la lista B a continuaciéon de los elementos de la
lista A. Por ejemplo, conc([a,b], [c,d],C) se verifica si C es [a,b,c,d]. La
definicién, por recursién en el primer argumento, puede hacerse mediante las
siguientes reglas:

e Si A es la lista vacia, entonces la concatenacién de A y B es B.

e Si A es una lista cuyo primer elemento es X y cuyo resto es D, entonces
la concatenacion de A y B es una lista cuyo primer elemento es X y cuyo
resto es la concatenacién de D y B.

Una representacién de las reglas da el siguiente programa

conc(A,B,C) :- A=[], C=B.
conc(A,B,C) :- A=[X|D], conc(D,B,E), C=[XI|E].

que puede simplificarse, introduciendo patrones en los argumentos,

conc([],B,B).
conc([X|D],B,[X|E]) :- conc(D,B,E).

Hay que resaltar la analogia entre la definicion de conc y la de suma,
Ademas, como hicimos en el caso de la suma, podemos usar conc para resolver
distintas cuestiones como

1. ;Cudl es el resultado de concatenar las listas [a,b] y [c,d,e]l?.
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2. {Qué lista hay que anadirle al lista [a,b] para obtener [a,b,c,d]?.

3. {Qué dos listas hay que concatenar para obtener [a,b]?.

?- conc([a,b]l, [c,d,e]l,L).
L = [a’ b, C, d’ e]
?- conc([a,b],L,[a,b,c,d]).

L = [c, d]

?- conc(L,M, [a,b]).
L =[]

M = [a, b] ;

L = [a]

M= [b] ;

L = [a, b]

M=11;

No

El arbol de deducciéon correspondiente a la tltima cuestion es

:— conc(LO,MO, [a,b])-

R1 {LO R2 {LO/[a|D1],
] B1/MO,
b1} E1/[b]}

:— conc(D1,M0, [b])-

L—[] R1 {Dl/[] R2 {D1/[b|D2],
M= a, b] B2/[b]. B2/MO,
MO/[b]} E2/[1}

L=[ a] R1 {D2/11,
ME[ b] B3/[1,
MO/L1}
L=[a, b]
Vel 1

en el que vuelve a resaltar la analogia con el correspondiente a la tercera cues-
tién de la suma.
La relacién conc esta predefinida en Prolog como append.
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2.2.3 La relacién de pertenencia

Vamos a definir la relaciéon pertenece(X,L) que se verifique si X es un ele-
mento de la lista L. Para definirla basta observar que para que un elemento
pertenezca a una lista tiene que ser igual al primer elemento de la lista o tiene
que pertenecer al resto de la lista

pertenece(X, [XIL]).
pertenece(X, [YIL]) :- pertenece(X,L).

Puesto que la primera cldusula no depende de la variable L y la segunda no
depende de la variable Y podemos sustituirla por la variable anénima _. La
definicién queda como

pertenece(X, [X|_1).
pertenece(X,[_|L]) :- pertenece(X,L).

Con la relacién pertenece podemos determinar si un elemento pertenece a una
lista, calcular los elementos de una lista y determinar la forma de las listas que
contengan un elemento, como se muestra en los siguientes ejemplos

?- pertenece(b, [a,b,c]).
Yes

?7- pertenece(d, [a,b,c]).
No

?- pertenece(X, [a,b,a]).

X =a;
X=5D;
X =a;
No

?- pertenece(a,L).

L = [al_G233] ;
L = [_G232, al_G236] ;
L = [_G232, _G235, al_G239]

Yes
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En el dltimo ejemplo hay infinitas respuestas: una lista con a como primer
elemento, segundo, tercero, etc. En las respuestas aparecen variables andénimas
internas (_G232, _G233, ...). Su drbol de deduccién es

- pertenece(a,L0). ‘

R1 {X1/a, R2 {X1/a,
LO/[al_1} LO/[_IL11}

- pertenece(a,Ll).

L= [a| R2 {X2/a,
R1 {xz/a Ll/ LIL21}

L1/[al_1}

- pertenece(a,L2).

|-=[ _ 8| _]

La relacién pertenece esta predefinida en Prolog como member.

2.3 Disyunciones

Se pueden escribir disyunciones en Prolog usando el operador ;. De esta forma,
la relacién pertenece puede definirse por

pertenece(X, [YIL]) :- X=Y ; pertenece(X,L).
Desde el punto de vista deductivo, la anterior definicién se transforma en

pertenece(X, [YIL]) :- X=Y.
pertenece(X, [YIL]) :- pertenece(X,L).

2.4 Operadores

Prolog permite la declaracién de operadores indicando su nombre, tipo y prece-
dencia. Ademas, dispone de un conjunto de operadores previamente declarados.
Uno de hechos es el operador + que estd declarado de tipo yfx (que significa
que es infijo y asocia por la izquierda) y precedencia 500. Podemos comprobar
el caracter infijo y la asociatividad mediante los siguientes ejemplos,
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7- +(X,Y) = a+b.

X =a

Y="»

?7- +(X,Y) = atb+c.
X = atb

Y=c

?7- +(X,Y) = a+(b+c).
X =a

Y = b+c

?7- at+b+c = (atb)+c.
Yes

?7- at+b+c = a+(b+c).
No

La siguiente tabla contiene otros operadores aritméticos predeclarados

Precedencia | Tipo | Operadores
500 yfx | +,- Infijo asocia por la izquierda
500 fx | - Prefijo no asocia
400 yix | %,/ Infijo asocia por la izquierda
200 xfy | ° Infijo asocia por la derecha

Podemos observar la diferencia de asociatividad entre + y ~ en los ejemplos
siguientes

?7- XY = a"b"c.

X =a

Y =b"c

?7- a’b”c = (a”"b)"c.
No

?7- a’b”c = a”(b"c).
Yes

También podemos observar como se agrupan antes los operadores de menor
precedencia

7- X+Y = atbx*c.
X =a
Y = b*xc
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7- X*Y = atb*c.

No

?7- X*Y = (a+b)*c.

X = atb

Y=c

?7- atbxc = a+(b*c).
Yes

?7- at+bxc = (a+b)*c.
No

Se pueden definir operadores como se muestra a continuacién

:-op(800,xfx,estudian) .
:-op(400,xfx,y) .

juan y ana estudian légica.

Hemos declarado a estudian e y como operadores infijo no asociativos y hemos
utilizado en la escritura de la clausula. Podemos también usarlo en las consultas

?- Quienes estudian légica.

Quienes = juan y ana

?7- juan y Otro estudian Algo.
Otro = ana
Algo = légica

Usaremos la definicién de operadores en la declaracién de las conectivas
(pag. 44).

2.5 Aritmética

Hemos visto en la seccién cémo construir expresiones aritméticas. También
pueden evaluarse mediante is como se muestra a continuacién

?7- X is 2+373.

X = 29
?7- X is 2+3, Y is 2*X.
X=5

Y = 10
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Cuando Prolog encuentra una expresién de la forma V is E (donde V es un
a variable y E es una expresién aritmética), evalia E y le asigna su valor a V.
Ademaés de las operaciones, se disponen de los operadores de comparacién <,
=<, > y >= como operadores infijo.

Usando la evaluacion aritmética podemos definir nuevas relaciones. Como
ejemplo, veamos una definicién de la relaciéon factorial (X,Y) que se verifica
si Y es el factorial de X.

factorial(1l,1).
factorial(X,Y) :-
X>1,
Ais X -1,
factorial(A,B),
Y is X * B.

Con la anterior definicién se pueden calcular factoriales

?- factorial(3,Y).
Y =6 ;
No

El arbol de deduccion correspondiente se muestra en la figura 2.1

2.6 Control mediante corte

Prolog dispone del corte (!) como método para podar la bisqueda y aumentar
la eficiencia de los programas. Un caso natural en donde aplicar la poda es
en los problemas con solucién tnica 2. Por ejemplo, consideremos la relacién
nota(X,Y) que se verifica si Y es la calificacién correspondiente a la nota X; es
decir, Y es suspenso si X es menor que 5, Y es aprobado si X es mayor o igual
que 5 pero menor que 7, Y es notable si X es mayor que 7 pero menor que 9 e
Y es sobresaliente si X es mayor que 9. Una definicién de nota es

nota(X,suspenso) :— X < 5.
nota(X,aprobado) =X >= 5, X<7.
nota(X,notable) - X>=7, X < 9.
nota(X,sobresaliente) :- X >= 9.

2El origen de ! es el simbolo matemético (3'z)A(z) que indica que existe un tnico x tal
que A(z).
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:— factorial(3,Y0).

R2 {X1/3, Y1/Y0}

-3>1,
Al is 3-1,
factorial (A1,Bl),
YO is 3*Bl.

Aritmetica {Al/2}

:—- factorial(2,B1),
YO is 3*B1l.

R2 {X3/2, Y3/B1}

-2>1,
A3 is 2-1,
factorial (A3,B3),
Bl is 2*B3,
YO is 3*B1.

Aritmetica {A3/1}
- factorial(1,B3),

Bl is 2*B3,
YO is 3*B1l.
R1 {B3/1} / \RZ {Y5/1, Y5/B3}
- B1 is 2*1, -1>1,
YO is 3*Bl1. A5 1s %—1,
Aritmetica {B1/2, ggcfgriingS,BS),
YO/6} - ’
B1 is 2*B3,
- YO is 3*B1.
Y=6 l Aritmetica

Fallo

Figura 2.1: Deduccion del factorial
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Si calculamos la calificacién correspondiente a un 6,

?- nota(6,Y).
Y = aprobado;
No

que genera el siguiente arbol de deduccién

- nota(6,Y0).‘

R1 {X1/6,
Y0/suspenso}

R2 {X1/6,
Y0/aprobado}

R4 {X1/6,
Y0/sobresaliente}

R3 {X1/6,
YO/notable}

- 6 < 5. -6 >= 05, -6 >=17, -— 6 >= O.
6 < 7. 6 < 9.

Fallo Fall o Fallo

Y=apr obado

Vemos que se realizan cdlculos que no son necesarios:

e cuando llega a la segunda rama, el objetivo 6 < 5 ha fallado con lo que

no es necesario comprobar en la segunda rama que 6 >= 5,

e cuando encuentra la solucién en la segunda rama y se pregunta por otras
soluciones, debe de responder No sin necesidad de busqueda porque la

solucién es Unica.

Estos calculos se pueden evitar modificando el programa introduciendo cortes

nota (X, suspenso) - X <5, 1.
nota(X,aprobado) - X <7, .
nota(X,notable) - X <9, .

nota(X,sobresaliente).

Con la nueva definicién y la misma pregunta el arbol de deduccion es
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\:— nota(e,YO).\

R4 {X1/6
R1 {X1/6, > -
Y0/suspenso} YO/sobresaliente}
R2 {X1/6, R3 {X1/6,
YO0/aprobado} YO0/notable}
-6 <5, 1. 1 ‘
Fall o

Y=apr obado

Vemos que el efecto del corte es la eliminacién de las alternativas abiertas por
debajo del padre de la clausula que ha introducido ese corte.

Junto al aumento de la eficiencia, el corte supone una pérdida del sentido
declarativo de los programas pudiendo producir respuesta no deseadas como la
siguiente

?7- nota(6,sobresaliente).
Yes

Las respuestas correctas se obtienen cuando el primer argumento es un nimero
y el segundo una variable, lo que se puede indicar en la documentacién mediante
nota(+X,-Y).

Otro uso del corte se da en los casos en los que se desea sélo la primera
solucion. Por ejemplo, hemos visto que la relacién member (X,L) permite de-
terminar si X pertenece a L, pero una vez encontrado si se pide otra solucién
vuelve a buscarla

?- member (X, [a,b,a,c]), X=a.

X=a;
X =a;
No

Si s6lo deseamos la primera solucién y que no busque otras, podemos usar la
relaciéon memberchk

?- memberchk (X, [a,b,a,c]), X=a.
X =a;
No
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La definiciéon de memberchk es

memberchk (X, [X|_]1) :- !.
memberchk(X, [_|L]) :- memberchk(X,L).

2.7 Negacion

Mediante el corte se puede definir la negaciéon como fallo: para demostrar la
negacién de una propiedad P, se intenta demostrar P si se consigue entonces no
se tiene la negacién y si no se consigue entonces se tiene la negacion

no(P) :- P, !, fail. % No 1
no(P). % No 1

donde fail es un atomo que siempre es falso.

Vamos a explicar el comportamiento de la negacién en el siguiente programa

aprobado(X) :- no(suspenso(X)), matriculado(X). % R1
matriculado(juan). % R2
matriculado(luis). % R3
suspenso (juan) . % R4

y con las consultas

?- aprobado(luis).
Yes

7- aprobado(X) .
No

La respuesta a la primera pregunta es la esperada: luis estd aprobado
porque no figura entre los suspensos y estd matriculado. El correspondiente
arbol de deduccion es
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:— aprobado(luis).

l R1 {X/luis}

- no(suspehso(luis)),
matriculado(luis).

No 1 No 2
{P/suspenso(luis)} {P/suspenso(luis)}

:— suspenso(luis), ‘:— matriculado(luis).
1, fail,
matriculado(luis). R3
Fallo [EEZ]
Exito

para demostrar que luis no estd suspenso intenta probar que luis esté suspen-

so, al fallar (rama izquierda) da por demostrado que luis estd suspenso (rama
derecha).

La respuesta a la segunda pregunta parece contradecir a la primera. Su
correspondiente arbol de deduccion es

:— aprobado(X0) .
R1 {X1/X0}
- not(suspenso(X0)),
matriculado(X0).
No 1 No 2
{P2/suspenso(X0)} /] {P2/suspenso(X0)}
:— suspenso(X0),
1, fail,
matriculado(X0).
R4 {X0/juan}
- 1, fail,
matriculado(juan).
- fail,
matriculado(juan).
Fallo

La diferencia con la primera es la presencia de variables libres. Si cambiamos
el orden de las condiciones en la regla 1
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aprobado(X) :- matriculado(X), no(suspenso(X)). % Rl
y volvemos a preguntar

?7- aprobado(X).
X = luis
Yes

obtenemos la respuesta esperada: luis estd aprobado. Su arbol de deduccion
es

‘:— aprobado(XO).‘

R1 {X1/X0}

:— matriculado(X0),
no(suspenso(X0)).

R2 {XO/juan%//////////f\\\\\\\\\53>{XO/Iuis}

- no(suspenso(juan)).‘ ‘:— no(suspenso(luis)).

No 1 No 2 No 1 No 2
{P3/suspenso(Juan)} {P3/suspenso(luis)}
:— suspenso(juan), :— suspenso(luis), -
1, fail. 1, fail. L“‘J
X=l ui s
Fallo

Fallo

La relacién de segundo orden no (porque su argumento es una relacién) esta
predefinida en Prolog mediante not o \+.

Como una aplicacién, vamos a estudiar las definiciones con negacién y con
corte de la relacién predefinida delete(L1,X,L2) que se verifica si L2 es la
lista obtenida eliminando los elementos de L1 unificables simultaneamente con
X; por ejemplo,

?- delete([a,b,a,c],a,L).
L=[b, cl;
No
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?7- delete([a,Y,a,cl,a,l).

Y =a

L = [c] ;

No

?7- delete([a,Y,a,c],X,L).
Y =a

X =a

L = [c] ;

No

La definicién de delete usando negacion es

delete_1([1,_,[1).
delete_1([X|L1],Y,L2) :-
X=Y,
delete_1(L1,Y,L2).
delete_1([X|L1],Y,[XIL2]) :-
not (X=Y),
delete_1(L1,Y,L2).

y, eliminando la negacién mediante corte, su definicién es

delete_2([1,_,[1).

delete_2([X|L1],Y,L2) :-
X=Y, !,
delete_2(L1,Y,L2).

delete_2([X|L1],Y, [XIL2]) :-
% not(X=Y),
delete_2(L1,Y,L2).

La segunda clausula puede simplificarse introduciendo la unificacién en sus
argumentos

delete_2([X|L1],X,L2) :- !, delete_2(L1,Y,L2).

2.8 El condicional

En Prolog se dispone del condicional ->. Usando el condicional, se puede definir
la relacién nota (pag. 27)
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nota(X,Y) :-
X < 5 -> Y = suspenso ; % R1
X <7 -> Y = aprobado ; % R2
X < 9 -> Y = notable ; % R3
true -> Y = sobresaliente. % R4

donde el condicional estd declarado como operador infijo (de menor precedencia
que la disyuncién) y definido por

P->Q:-P, !, Q. % Def. ->
y la constante verdad (true) estd definida por
true.

El arbol de deduccion corespondiente a la pregunta nota(6,Y) es

‘ :- nota(6,Y0). ‘

R1 {X1/6,
Y1/Y0} R4
- 6 <5 -> Y0 = suspenso. ‘ ‘:— 6 < 7 —> YO = aprobado.
Def -> Def —>

‘:— 6 <5, !, YO = suspenso.

‘:— 6 <7, 1!, Y0 = aprobado.‘

Fallo Aritmetica

‘ = 1, YO = aprobado.
i

:- YO = aprobado.

{Y0/aprobado}

Y=apr obado

El drbol es andlogo al de la definicién con corte (pég 29).

2.9 Predicados sobre tipos de término

Existen distintos predicados para comprobar los tipos de términos: variables
(var), dtomos (atom), cadenas (string), ntmeros (number) y términos com-
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puestos (compound). El predicado atomic sirve para reconocer los términos

atomicos (es decir, a las variables, 4tomos, cadenas y ntimeros). Por ejemplo,

var (X1) .
var(_).

var (_X1).
X1=a, var(X1).
atom(atomo) .
atom(’atomo’) .
atom([]).
atom(3) .
atom(1+2) .
number (123) .
number (-25.14) .
number (1+3) .

X is 1+3, number(X).

compound (1+2) .
compound (f (X,a)) .
compound ([1,2]) .
compound ([]) .
atomic(atomo) .
atomic(123).
atomic (X).
atomic(£f(1,2)).

Yes
Yes
Yes
No
Yes
Yes
Yes
No
No
Yes
Yes
No
X=4
Yes
Yes
Yes
No
Yes
Yes
No
No

Yes

2.10 Comparacion y ordenacion de términos

Para comprobar si dos términos son idénticos se dispone del operador ==. La
relacion de identidad es mas fuerte que la de unificacién = como se comprueba
en los siguientes ejemplos

?_
X =
Y =
Yes
?_

No

X = £(N.
_Gle4
_G164
£(X) == £(V).
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7- f(X) == £(X).
X = _G170
Yes

Los términos estan ordenados segtn el siguiente orden (de menor a mayor):

e las variables (de més viejas a més recientes),
e los nimeros (segun sus valores),

e los dtomos (en orden alfabético),

e las cadenas (en orden alfabético) y

e los términos compuestos (primero los de mayor aridad y los de la misma

aridad ordenados segin el simbolo de funcién (alfabéticamente) y sus

argumentos (de izquierda a derecha)).

La relacion béasica de comparacién del orden de términos es @<: la relacién

T1 @< T2 se verifica si el término T1 es anterior a T2 en el orden de los términos.

Por ejemplo,

7-Z=fX,Y), X &< Y.
?7- Z=f(X,Y), Y &< X.
7- X @< 3.

7- 3 0< X.

7- 21 @< 123.

?- 12 @< a.

?7- a @< 12.

7- ab @< ac.

7- a @< ac.

7- a2l ©< al123.

7- g @< £(b).

7- £(b) @< f(a,b).

?7- f(a,b) @< f(a,a).

?7- f(a,b) @< f(a,a(l)).
?- [a,1] @< [a,3].

?- [a] @< [a,3].

Yes
No
Yes
No
Yes
Yes
No
Yes
Yes
No
Yes
Yes
No
Yes
Yes
Yes

Usando la relacién @< se puede definir la relacién ordenada(L1,L2) que se

verifica si L2 es la lista obtenida ordenando de manera creciente los distintos

elementos de L1
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ordenada([],[1).

ordenada([X|R],Ordenada) :-
divide(X,R,Menores,Mayores),
ordenada(Menores,Menores_ord),
ordenada(Mayores,Mayores_ord) ,
append (Menores_ord, [X|Mayores_ord] ,0rdenada) .

divide(_, [1,[1,[1).
divide(X, [Y|R] ,Menores, [Y|Mayores]) :-
Xey, !,
divide(X,R,Menores,Mayores) .
divide(X, [YIR], [Y|Menores] ,Mayores) :-
Y @< X, !, divide(X,R,Menores,Mayores).
divide(X, [_YIR] ,Menores,Mayores) :-
%X ==_Y,
divide(X,R,Menores,Mayores) .

Como ejemplo

?- ordenada([c4,2,a5,2,c3,a5,2,a5],L).
L = [2, a5, c3, c4] ;
No

?- ordenada([f(a,b),Y,a2,a,,X,f(c),1,f(X,Y),f(Y¥,X),[a,b], [b],[1],L),

X=x, Y=y.
Y=y
X =x
L = [y,x,1,[],a,a2,f(c), [a,b], [b],f(y,x),f(x,y),f(a,b)]
Yes

El predicado predefinido correspondiente a ordena es sort.

2.11 Procesamiento de términos

La relacién ?T =.. 7L se verifica si L es una lista cuya primer elemento es el
functor del término T y los restantes elementos de L son los argumentos de T.
Por ejemplo,
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?7- padre(juan,luis) =.. L.

L = [padre, juan, luis]

?- T =.. [padre, juan, luis].
T = padre(juan,luis)

Como aplicacién de =. . consideremos la relacién alarga(F1,N,F2) que se
verifica si F1 y F2 son figuras geométricas del mismo tipo y el tamano de la F2
es el de la F2 multiplicado por N, donde las figuras geométricas se representan
como términos en los que el functor indica el tipo de figura y los argumentos
su tamano; por ejemplo,

?- alarga(triangulo(3,4,5),2,F).
F = triangulo(6, 8, 10)

?- alarga(cuadrado(3),2,F).
F = cuadrado(6)

La definiciéon de alarga es

alarga(Figural,Factor,Figura2) :-

Figural =.. [Tipo|Argumentosi],
multiplica_lista(Argumentosl,Factor,Argumentos2),
Figura2 =.. [Tipo|Argumentos2].

multiplica_lista([],_,[1).

multiplica_lista([X1|L1],F,[X2|L2]) :-
X2 is X1%F,
multiplica_lista(L1,F,L2).

donde multiplica_lista(L1,F,L2) se verifica si L2 es la lista obtenida mul-
tiplicando cada elemento de L1 por F.

Otras relaciones para el procesamiento de términos son functor(T,F,A),
que se verifica si F es el functor del término T y A es su aridad, y arg(N,T,A),
que se verifica si A es el argumento del término T que ocupa el lugar N; por
ejemplo,

?7- functor(g(b,c,d),F,A). =>F=g A=3
?- functor(T,g,2). => T = g(_G237,_G238)
?- functor([b,c,d],F,A). = F =" A =2
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7- arg(2,g(b,c,d) ,X). => X =

?7- arg(2,[b,c,d],X). => X
?- functor(T,g,3),arg(1,T,b) ,arg(2,T,c). => T

2.12 Procedimientos aplicativos

c
[c, dl
g(b, c, _G405)

La relacién apply(T,L) se verifica si es demostrable T después de aumentar el

numero de sus argumentos con los elementos de L; por ejemplo, si producto es

la relacién definida por,

producto(X,Y,Z) :- Z is Xx*Y.

entonces

producto(2,3,X).

apply(producto, [2,3,X]).
apply(producto(2),[3,X1).
apply (producto(2,3), [X]).

apply (append([1,2]),[X,[1,2,3,4,51]1).

La relacion apply se puede definir mediante =. .

apply(Termino,Lista) :-

Termino =.. [Pred|Argi],
append (Argl,Lista,Arg2),
Atomo =.. [Pred|Arg2],
Atomo.

Il
\4

L T - T ]
I

[o) N> Ne ) NNe)]

= [3, 4, 5]

La relacién maplist (P,L1,L2) se verifica si se cumple el predicado P sobre

los sucesivos pares de elementos de la las listas L1 y L2; por ejemplo, si sucesor

es la relacion definida por

sucesor(X,Y) :- number(X), Y is X+1.

sucesor(X,Y) :- number(Y), X is Y-1.

entonces

maplist(sucesor, [2,4],[3,5]). =>
maplist(succ, [0,4],[3,5]). =>
maplist(sucesor, [2,4],Y). =>
maplist(sucesor,X, [3,5]). =>

Yes
No

<o
nwn

[3, 5]
[2, 4]
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La relaciéon maplist puede definirse mediante apply

maplist(_,[],[1).

maplist (R, [X1IL1], [X2|L2]) :-
apply (R, [X1,X2]),
maplist(R,L1,L2).

Usando maplist se puede redefinir multiplica_lista (pag. [39)

multiplica_lista(L1,F,L2) :-
maplist (producto(F),L1,L2).

2.13 Todas las soluciones

La relacién findall(T,0,L) se verifica si L es la lista de las instancias del
término T que verifican el objetivo 0. La relacién setof (T,0,L) se verifica si L
es la lista ordenada sin repeticiones de las instancias del término T que verifican
el objetivo 0. Por ejemplo,

?- findall (X, (member (X, [d,4,a,3,d,4,2,3]) ,number(X)),L).
L = [4, 3, 4, 2, 3]

?- setof (X, (member (X, [d,4,a,3,d,4,2,3]) ,number(X)),L).

L = [2, 3, 4]

7- setof (X,member(X, [d,4,a,3,d,4,2,3]),L).

L =1[2, 3, 4, a, d]

?- findall (X, (member(X,[d,4,a,3,d,4,2,3]),compound(X)),L).

L=1[]

Yes

7- setof (X, (member (X, [d,4,2,3,d,4,2,3]),compound (X)) ,L).
No

En los ultimos ejemplos se observa la diferencia entre findall y setof cuando
no hay ninguna instancia que verifique el objetivo. Otra diferencia ocurre
cuando hay variables libres; por ejemplo,

?- findall(X,member([X,Y],[[5,0],[3,0],[4,11,[2,111),L).
L =[5, 3, 4, 2]

?7- setof (X,member ([X,Y],[[5,0],[3,0],[4,1],[2,1]1]1),L).
Y =0
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L = [3, 5] ;
X = _G398
Y=1

L = [2, 4] ;
No

El conjunto {X : (3Y) member ([X,Y],[[5,0],[3,01,[4,11,[2,111)} puede
calcularse con setof usando el cuantificador existencial (~)

?- setof (X,Y member ([X,Y],[[5,0],[3,0],[4,1],[2,1]1]1),L).
L =[2, 3, 4, 5]

Mediante setof se pueden definir las operaciones conjuntista. Para facilitar
las definiciones, defimos la relaciéon setof0(T,0,L) que es como setof salvo
en el caso en que ninguna instancia de T verifique 0, en cuyo caso L es la lista
vacia

setof0(X,0,L) :- setof(X,0,L), !.
setof0(_,_,[1).

Las operaciones de interseccién, unién y diferencia se definen por

interseccion(S,T,U) :-

setof0(X, (member(X,S), member(X,T)), U).
union(S,T,U) :-

setof0(X, (member(X,S); member(X,T)), U).
diferencia(S,T,U) :-

setof0(X, (member(X,S), not(member(X,T))), U).



Capitulo 3

Elementos de logica
proposicional

En este capitulo construiremos con Prolog sistemas elementales de la légica
proposicional basados directamente en las definiciones seméanticas. De paso co-
mentaremos los elementos de OTTER y MACE relacionados con los conceptos
introducidos.

Como textos fundamentales para este capitulo recomendamos [1], [3], [4],
(61, 181, 19, [12], [13], [14] y [16].

3.1 Sintaxis de la l6gica proposicional

El alfabeto de la légica proposicional estd formado por los simbolos propo-
sicionales, las conectivas légicas (- (negacién), A (conjuncién), V (disyun-
cién), — (condicional) y < (equivalencia)) y los simbolos auxiliares ( “(“y
“Y”). A partir del alfabeto se definen las férmulas proposicionales mediante
las siguientes reglas:

e los simbolos proposicionales son férmulas proposicionales (llamadas f6ér-
mulas atémicas o 4tomos ) y

e si F'y G son férmulas proposicionales, entonces —=F, (F A G), (F'V G),
(F— @)y (F < G) también lo son.

43
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Por ejemplo, si p y ¢ son simbolos proposicionales, las siguientes expresiones
son férmulas proposicionales —p, (p A ¢q), (¢ — —q) y ((p — q) V (¢ — p)).
Para simplificar la notacion se introduce las siguientes reglas:

e Se eliminan lo paréntesis externos; por ejemplo, se escribe p A g en lugar
de (p A q).

e Se define una precedencia entre las conectivas (de menor a mayor: —, A,
V, —, <) de forma que las de menor precedencia se agrupan antes; por
ejemplo,

pA—gVr— srepresentaa (pA—-q)Vr)—sy
pV g Ar— —sVitrepresenta a (pV (g Ar)) — (ms V).

e Las conectivas binarias asocian por la derecha; por ejemplo, p A ¢ A r
representa a p A (g A r).

Usaremos las siguiente meta-variables: p,po,p1,-..,¢,90,41,-.. para los
simbolos proposicionales; F|, Fy, F1,...,G, Gy, G1,... para las féormulas pro-
posicionales; SP para el conjunto de simbolos proposicionales y PROP para el
conjunto de férmulas proposicionales.

En Prolog, consideraremos que los simbolos proposicionales son los d&tomos
y usaremos los siguientes simbolos para las conectivas - (negacién), & (con-
juncién), v (disyuncién), => (condicional) y <=> (equivalencia). Declaramos su
precedencia, posicién y asociatividad mediante con op (pdg. 26)

:- op(610, fy, -). % negacién

:— op(620, xfy,&). % conjuncién
:— op(630, xfy,v). % disyuncién
:— op(640, xfy,=>). % condicional
:- op(650, xfy,<=>). % equivalencia

Con estas declaraciones se pueden usar las reglas de eliminacién de paréntesis
y no se admiten férmulas sintacticamente incorrectas

En OTTER los simbolos de las conectivas son - (negacién), & (conjuncién),
| (disyuncién), => (condicional) y <-> (equivalencia).

Los distintos simbolos para las conectivas se resumen en el cuadro

Loégica S AV | =] <
Prolog - & | v |=|<=>
OTTER | - [ & | | | => | <>
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3.2 Valores de verdad

Los elementos del conjunto B = {0, 1} se llaman valores de verdad . Se dice
que 0 es el valor falso y el 1 es el valor verdadero .
La representacién en Prolog de los valores de verdad son los atomos 0 y 1.

valor_de_verdad(0).
valor_de_verdad(1).

3.3 Funciones de verdad

Para cada conectiva existe una funcién de verdad:
e La funciéon de verdad de la negacién es FV_ : B — B definida por:

FV_ (i) = { é

sii=0;
sii=1.

e La funcién de verdad de la conjuncién es F'V, : B x B — B definida
por:

1, sii=j=1;

0, en otro caso.

PV, G) - {

e La funcion de verdad de la disyuncién es FV,, : B x B — B definida
por:

0, sit=j7=0;

1, en otro caso.

Py G) = {

e La funcién de verdad del condicional es FV_, : B x B — B definida
por:

0, sii=1,7=0;

1, en otro caso.

- |

e La funcién de verdad de la equivalenciaes FV_, : BxB — B definida
por:

1, sii=j;

0, en otro caso.

FV_(i,7) :{

En Prolog definimos las funciones de verdad mediante las relaciones *

INétese que en Prolog se puede usar el mismo simbolo de relacién con distintas aridades.
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e funcion_de_verdad (+0p,+V1,-V) 2 que se verifica si FVDP(Vl) =Vy

e funcion_de_verdad(+0p,+V1,+V2,-V) que se verifica si FVDp (V1,v2) =
V.

funcion_de_verdad(-, 1, 0).
funcion_de_verdad(-, 0, 1).

funcion_de_verdad (v, 0, 0, 0) := 1.

funcion_de_verdad(v, _, _, ).
funcion_de_verdad(&, 1, 1, 1) = ',
funcion_de_verdad(&, _, _, 0).
funcion_de_verdad(=>, 1, 0, 0) :- !.
funcion_de_verdad(=>, _, _, 1).
funcion_de_verdad(<=>, X, X, 1) :- !.

funcion_de_verdad(<=>, _, _, 0).

3.4 Valor de una férmula en una interpretacion

Una interpretacion es una aplicacién I : SP — B. En las aplicaciones que va-
mos a considerar el conjunto de simbolos proposicionales es finito. Las interpre-
taciones las representaremos mediante listas de pares formados por un simbolo
proposicional y un valor de verdad. Por ejemplo, [(p,1), (r,0), (u,1)] repre-
senta la interpretacién que hace verdadero a p y u y falso a r.

Para cada interpretacién I existe una tunica aplicacién I: PrOP — B tal
que:

1. Para todo p; € SP, I(p;) = I(p;).
2. Para toda F € PrRop, I(~F) = H_(I(F)).

3. Para toda F,G € PROP y toda conectiva binaria o,
I((FoG)) =H,(I(F),1(G)).

Se dice que I(F) es el valor de verdad de F respecto de I y, simplificando
la notacién, se representa por I(F'). En Prolog se define mediante la relacién

2Usaremos el convenio de marcar los argumentos de la especificaciones de las relaciones
con + los de entrada (que son términos sin variables libres), con - los de salida (que son
variables) y con ? los de entrada o salida
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valor (+F,+I,-V) que se verifica si el valor de la formula F en la interpretacién

I es V: por ejemplo,

?7- valor((p v @) & (-q v r), [(p,1),(q,0),(xr,1D], V).

V=1

7- valor((p v q@) & (-q v r), [(p,0),(q,0),(r,1)], V).

V=20

valor(F, I, V) :-
memberchk ((F,V), I).
valor(-A, I, V) :-
valor(A, I, VA),
funcion_de_verdad(-, VA, V).
valor(F, I, V) :-
F =.. [Op, A, B],
valor(A, I, VA),
valor(B, I, VB),
funcion_de_verdad(Op, VA, VB, V).

3.5 Interpretaciones principales de una féormula

Una interpretacién principal de una férmula F' es una aplicacion I : S — B

donde S es el conjunto de los simbolos proposicionales que aparecen en F'. Si
I es una interpretacién principal de F' y I;, I son dos interpretaciones que
extienden a I, entonces I1(F) = I5(F'); en otras palabra, el valor de F' queda

determinado por sus interpretaciones principales.

La relacién interpretaciones_formula(+F,-L) se verifica si L es el con-

junto de las interpretaciones principales de la férmula F: por ejemplo,

7- interpretaciones_formula((p v q) & (-q v r),L).

L=1I[[ (G, 0, (g 0, (x, 00,

[ (p, O, (g, 00, (r, DI,
(p, 0, (q, 1, (r, I,
(p, 00, (q, 1), (z, DI,
p, 1, (g, 00, (=, 0],
(p, 1, (g, 0, (r, DI,
(p, 1, (q, 1, (r, OI,
(p, 1, (q, 1, («, DI]

L T e T s T s Y s B |
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interpretaciones_formula(F,U) :-
findall(I,interpretacion_formula(I,F),U).

donde interpretacion_formula(?I,+F) se verifica si I es una interpretacién
de la férmula F; por ejemplo,

?- interpretacion_formula(I,(p v q) & (-q v r)).
=[(, 0, (g 0O, (& O] ;

(P, O, G, 0, (r, DI ;

(P, O, (@ 1, (&, O] ;

(p, 0, (g, 1, (r, DI ;

(P, 1, G 0, (& 0Ol ;

(P, 1, G, 0, ( DI ;

(P, 1, @ D, (&, 0O ;

(p, 1), (@, 1), (r, DI ;

H H H H H H H H
I
Lo T s T s T e T s O e B

=
o

interpretacion_formula(I,F) :-
simbolos_formula(F,U),
interpretacion_simbolos(U,I).

donde

e simbolos_formula(+F,?U) se verifica si U es el conjunto ordenado de los
simbolos proposicionales de la férmula F; por ejemplo,

?7- simbolos_formula((p v q) & (-q v r), U).
U=1I[p, q, 7l

e interpretacion_simbolos(+L,-I) se verifica si I es una interpretacién
para la lista de atomos L; por ejemplo,

?- interpretacion_simbolos([p,q,r],I).
I=1[(, 0, (q, 00, (r, 001 ;
[ (p, 0, (q, 0), (r, DI ;
[ (p, 0, (q, 1), (r, 001 ;
[ (p, O, (g, D, (r, DI ;
[ (p, 1D, (q, 00, (r, 001 ;

H H H H
{1
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[ (p, 1, (g, 00, (r, DI ;
[ (p, D, (g, D, (r, 001 ;
[ (p, 1, (q, D, (r, DI ;

No

simbolos_formula(F,U) :-
simbolos_formula_aux(F,U1),
sort(U1,U).

simbolos_formula_aux(F, [F]) :-
atom(F) .

simbolos_formula_aux(-F,U) :-
simbolos_formula_aux(F,U).

simbolos_formula_aux(F,U) :-
F =.. [_Op,A,B],
simbolos_formula_aux(A,UA),
simbolos_formula_aux(B,UB),
union(UA,UB,U).

interpretacion_simbolos([], [1).

interpretacion_simbolos([A|L], [(A,V)|IL]) :-
valor_de_verdad(V),
interpretacion_simbolos(L, IL).

3.6 Modelo de una féormula

Se dice que una interpretacién I es un modelo de la férmula F' (o que la F'
es vdlida en ), y se representa por I = F, si el valor de F en I es verdadero.

La relacién es_modelo_formula(+I,+F) se verifica si la interpretacion I es
un modelo de la férmula Fp; por ejemplo,

?- es_modelo_formula([(p,1),(q,0),(r, D], (p v @ & (-q v r)).
Yes
?- es_modelo_formula([(p,0),(q,0),(r,1D], (p v & (-q v r)).
No
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es_modelo_formula(I,F) :-
valor (F,I,V),
Vv=1.

Notese que en la definicién anterior no puede usarse valor(F,I,1) porque el
tercer argumento de valor tiene que ser una variable (por la definicién abrevia-
da de funcion_de_verdad) y darfa errores como aceptar que [(p,1),(q,0)]
es modelo de p => q.

3.7 Calculo de los modelos de una férmula

Los modelos principales de una férmula F' son las interpretaciones prin-
cipales de F' que son modelos de F.

La relacién modelo_formula(?I,+F) se verifica si I es un modelo principal
de la férmula F y modelos_formula(+F,-L) se verifica si L es el conjunto de
los modelos principales de la férmula F; por ejemplo,

?- modelo_formula(I,(p v q) & (-q v r)).
I [ (p, O, (g, 1, (zr, DI ;
I=1[(@, 1, (@ 0, (&, O] ;
I=[(@, 1, (@ 0,  DI;
I=1[(, 1, (q 1, (& DI ;

No

?7- modelos_formula((p v q) & (-q v r),L).
L=1[[(, 0, (@ 1, (& DI,

[ (p, D, (q, 00, (r, 0)],

[ (p, D, (q, 00, (r, DI,

[ (p, D, (q, D, (r, DI]

modelo_formula(I,F) :-
interpretacion_formula(I,F),
es_modelo_formula(I,F).

modelos_formula(F,L) :-
findall(I,modelo_formula(I,F),L).
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Notese la diferencia entre la relacién es_modelo_formula que dada una férmula
y una interpretacion comprueba si la interpretacion es modelo de la féormula
y modelo_formula que dada una férmula calcula modelos principales de la
misma.

?7- es_modelo_formula([(p,0),(q,1),(r, 1], pv q).
Yes

?7- modelo_formula([(p,0),(q,1),(r, D], pv q.
No

?- modelo_formula([(p,0),(q,1)], pv q@.

Yes

?- modelo_formula(I, p v q).

I=1[{(p, 00, (g, D]

Yes

?- es_modelo_formula(I, p v q).

I=1[(vgqg, 1)]_G320]

Yes

Una interpretacién I es modelo de una férmula F syss @ es una extensién
de un modelo principal de F'

3.8 Satisfacibilidad

Una férmula es satisfacible si tiene modelo e insatisfacible si no lo tiene.
La relacién es_satisfacible (+F) se verifica si la féormula F es satisfacible;
por ejemplo,

7- es_satisfacible((p v q) & (-q v r)).

Yes

7- es_satisfacible((p & @) & (p => r) & (q => -1)).
No

es_satisfacible(F) :-
interpretacion_formula(I,F),
es_modelo_formula(I,F).

Obsérvese que la variable I sélo ocurre en el cuerpo de la regla y, por tanto,

estd existencialmente cuantificada.
3«

syss” es una abreviatura de “si y sélo si”
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3.9 Satisfacibilidad con MACE

MACE se puede usar para decidir la satisfacibilidad de una férmula. Por
ejemplo, para decidir la satisfacibilidad de la férmula (pV ¢) A (—g V) creamos
un fichero (p.e ej_insatisfacibilidad.in) cuyo contenido es

formula_list(usable).
Pl @ & (-ql ).
end_of_list.

donde hemos escrito la férmula con las conectivas en la notacién de OTTER
terminada en un punto dentro de la lista de férmulas usables. Para aplicarle
MACE al fichero, se ejecuta

> mace <ej_insatisfacibilidad.in
obteniendo como resultado
Exit by max_models parameter. The set is satisfiable

lo que indica la satisfacibilidad de la férmula. Si ademaés, queremos que calcule
un modelo, la llamada es

> mace -p <ej_insatisfacibilidad.in >ej_insatisfacibilidad.out

y en el fichero de salida (ej_insatisfacibilidad.out) se encuentra un modelo

Model #1 at 0.00 seconds:
p: T
q: F
r: F
end_of_model

que se corresponde con 5 de la pagina ?7.
En el caso de la férmula insatisfacible (p A q) A (p — r) A (¢ — —r), el
contenido del fichero de entrada es

formula_list(sos).
p&q & (p->1) & (q > -1).
end_of_list.

y el mensaje obtenido al aplicarle MACE es
The search is complete. No models were found.

lo que indica su insatisfacibilidad.



3.10. Contramodelo de una férmula 53

3.10 Contramodelo de una féormula

Se dice que una interpretacién I es un contramodelo de la férmula F' (o
que F no es véalida en I), y se representa por I £ F, si I no es un modelo
de F. Un contramodelo principal de F' es una interpretacién principal de
F que no es modelo de F'.

La relacién contramodelo_formula(?I,+F) se verifica si I es un contra-
modelo principal de la férmula F: por ejemplo,

?7- contramodelo_formula(I, p <=> q).

I=1[(, 00, (q, DI ;

I=1[¢(p, 1, (q, O] ;

No

?- contramodelo_formula(I, p => p).
No

contramodelo_formula(I,F) :-
interpretacion_formula(I,F),
not(es_modelo_formula(I,F)).

3.11 Validez. Tautologias

Se dice que una férmula F' es véalida (o que F' es una tautologia), y se repre-
senta por = F, si todas las interpretaciones son modelos de F'. Para decidir si
F' es una tautologia basta comprobar que no tiene contramodelos principales.

La relacién es_tautologia(+F) se verifica si la formula F es una tautologia;
por ejemplo,

?7- es_tautologia((p => q) v (q => p)).
Yes

?7- es_tautologia(p => q).

No

es_tautologia(F) :-
\+ contramodelo_formula(_I,F).

De nuevo notamos es caracter existencial de la variable _I que la ponemos
como anénima ya que no se usa en ningin otro atomo.
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3.12 Satisfacibilidad y validez

El problema de la satisfacibilidad consiste en dada una férmula F de-
terminar si es satisfacible. El problema de la validez consiste en dada F'
determinar si es valida. Ambos problemas estdn relacionados: F' es vélida syss
—F es insatisfacible.

Partiendo de dicha relacion, se puede dar una definicién alternativa de la
relacién es_tautologia

es_tautologia_alt(F) :-
\+ es_satisfacible(-F).

Baséndose en la misma relacién, puede usarse MACE para problemas de
validez. Para decidir la validez de una férmula F' se aplica MACE a un fichero
cuya lista de férmulas usables es =F'. Por ejemplo, si F' es (p — q) V (¢ — p)),
se aplica MACE al fichero cuyo contenido es

formula_list(usable).
-(p > | (q@->p)).
end_of_list.

y se obtiene
The search is complete. No models were found.

lo que significa que la formula —F' es insatisfacible y, por tanto, la férmula F'
es valida.

3.13 Interpretaciones principales de un conjun-
to de formulas

Una interpretacion principal de un conjunto de férmulas S es una aplicacién
I del conjunto de los simbolos proposicionales que aparecen en S en B.

La relacién interpretaciones_conjunto(+S,-L) se verifica si L es el con-
junto de las interpretaciones principales del conjunto S: por ejemplo,

?7- interpretaciones_conjunto([p => q, gq=> r],U).
U=1[[((, 0, G 0, & 0],
[ (p, 0), (q, ), (r, DI,
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interpretaciones_conjunto(S,U) :-
findall(I,interpretacion_conjunto(I,S),U).

donde interpretacion_conjunto(?I,+S) se verifica si I es una interpretacién
del conjunto de férmulas S; por ejemplo,

?7- interpretacion_conjunto(I, [p
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=>q, g=> rl).

’

interpretacion_conjunto(I,S)

simbolos_conjunto(S,U),
interpretacion_simbolos(U,I).

donde interpretacion_simbolos es la relacién definida en (pag. [49)) y la

relacién simbolos_conjunto(+S,7U) se verifica si U es el conjunto ordenado

de los simbolos proposicionales del conjunto de férmulas S; por ejemplo,

?- simbolos_conjunto([p => q, g=> r],U).
U= I[p, q, r]
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simbolos_conjunto(S,U) :-
simbolos_conjunto_aux(S,U1),
sort(U1,U0).

simbolos_conjunto_aux([],[1).

simbolos_conjunto_aux([F|S8],U) :-
simbolos_formula(F,Ul),
simbolos_conjunto_aux(S,U2),
union(U1,U02,0).

3.14 Modelo de un conjunto de férmulas

Se dice que una interpretacion I es un modelo del conjunto de férmulas
S, y se representa por I |= 5, si I es modelo de todas las férmulas de S.

La relacién es_modelo_conjunto(+I,+S) se verifica si la interpretacién I
es un modelo del conjunto de férmulas S; por ejemplo,

?7- es_modelo_conjunto([(p,1),(q,0),(r,1)],

[(pv g & (-.q vr),g=>rl.
Yes
?7- es_modelo_conjunto([(p,0),(q,1),(xr,0)],

[(pvag & (-qvr),g=>rl.
No

es_modelo_conjunto(_I,[]).

es_modelo_conjunto(I, [FIS]) :-
es_modelo_formula(I,F),
es_modelo_conjunto(I,S).

3.15 Calculo de modelos de conjuntos de for-
mulas

Los modelos principales de un conjunto de férmulas S son las interpre-
taciones principales de S que son modelos de S.

La relacion modelo_conjunto(7I,+S) se verifica si I es un modelo principal
del conjunto de férmulas S y modelos_formula(+S,-L) se verifica si L es el
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conjunto de los modelos principales del conjunto de férmulas S; por ejemplo,

?- modelo_conjunto(I,[(p v @) & (-q v r),p => r]).
I=1[(, 00, (q, 1), (r, DI ;

I=[(, 1, (@ 0,  1I;
I=1[(, 1, (q, 1), (r, DI ;
No

?- modelos_conjunto([(p v q) & (-q v r),p => r],L).
L=1I[[(, 0, (@ 1, (& DI,

[ (p, D, (q, 00, (r, DI,

[ (p, D, (q, 1, (r, DI]

modelo_conjunto(I,S) :-
interpretacion_conjunto(I,S),
es_modelo_conjunto(I,S).

modelos_conjunto(S,L) :-
findall(I,modelo_conjunto(I,S),L).

Una interpretaciéon I es modelo de un conjunto de féormulas S syss es una
extension de un modelo principal de S.

3.16 Consistencia de un conjunto de férmulas

Un conjunto de férmulas es consistente si tiene modelo e inconsistente en
caso contrario.

La relacién consistente(+S) se verifica si el conjunto de férmulas S es
consistente e inconsistente (+3), si es inconsistente; por ejemplo,

?- consistente([(p v @) & (-q v r),p => r]).

Yes

?- consistente([(p v @) & (-.q v r),p => r, -r]).
No

?- inconsistente([(p v @) & (-q v r),p => r, -r]).
Yes

?- inconsistente([(p v @) & (-q v r),p => rl).

No
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consistente(S) :-
modelo_conjunto(_I,S), !.

inconsistente(S) :-

\+ modelo_conjunto(_I,S).

3.17 Consistencia con MACE

Con MACE se puede decidir la consistencia de conjuntos de férmulas S y, en
su caso, encontrar un modelo. Por ejemplo, si S es el conjunto {(pV q) A (—qV
r),p — r} se escribe un fichero (p.e. ej_consistencia.in) cuyo contenido es

formula_list(sos).
Pl q & (-ql ).
p-—>r.
end_of_list.

se aplica MACE al fichero
> mace -p <ej_consistencia.in >ej_consistencia.out
y se obtiene en el fichero de salida

=== Model #1 at 0.00 seconds:

p: T
q: F
r: T

end_of_model
Exit by max_models parameter. The set is satisfiable

3.18 Consecuencia légica

Se dice que una féormula F' es consecuencia légica de un conjunto de féormulas
S, y se representa por S = F, si todos los modelos de S son modelos de F'.
Para comprobar que S |= F basta comprobar que todas las interpretaciones
principales de S U {F'} que son modelos de S también son modelos de F'.

La relacién es_consecuencia(+S,+F) se verifica si la férmula F es conse-
cuencia del conjunto de férmulas S; por ejemplo,
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7- es_consecuencia([p => q, q => r], p => 1).
Yes

?7- es_consecuencia([p]l, p & q).

No

es_consecuencia(S,F) :-
\+ contramodelo_consecuencia(S,F,_I).

donde contramodelo_consecuencia(+S,+F,?I) se verifica si I es una inter-
pretacién principal de S U {F} que es modelo del conjunto de férmulas S pero
no es modelo de la férmula F; por ejemplo,

?7- contramodelo_consecuencia([pl, p & q, I).

I=1[(, 1, (q, O] ;

No

?- contramodelo_consecuencia([p => q, g=> r], p => r, I).
No

contramodelo_consecuencia(S,F,I) :-
interpretacion_conjunto(I, [F|S]),
es_modelo_conjunto(I,S),
\+ es_modelo_formula(I,F).

3.19 Consecuencia légica e inconsistencia

Los problemas de consecuencia légica e inconsistencia son equivalentes en el
siguiente sentido: S | F syss S U {—F} es inconsistente. Ademds, en el caso
de que S sea un conjunto finito {F},..., F,} las siguientes condiciones son
equivalentes

o {F,....F,} EF

e EF A AF,—F

e ~(Fy A--+- AN F, — F) es insatisfacible
e {F1,...,F,,—~F} es inconsistente

Basandonos en la anterior relacién podemos dar la siguiente definicion al-
ternativa de es_consecuencia
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es_consecuencia_alt(S,F) :-
inconsistente([-F|S]).

3.20 Consecuencia légica con MACE

Con MACE se pueden resolver los problemas de consecuencia légica. Por ejem-
plo, para decidir si pAr es consecuencia de {p < ¢, < (pAq)} se aplica MACE
al fichero cuyo contenido es

formula_list(usable).
p <> q.
r<>((p&qg.

-(p & ).
end_of_list.

y se obtiene

==== Model #1 at 0.00 seconds:

p: F
q: F
r: F

end_of_model
Exit by max_models parameter. The set is satisfiable

que significa que la férmula no es consecuencia del conjunto, ya que si se inter-
pretan todos los simbolos como falso se obtiene un modelo del conjunto que no
es modelo de la féormula.

Como segundo ejemplo, para decidir si p < r es consecuencia del conjunto
{p < q,7 = (p A q)} se aplica MACE al fichero cuyo contenido es

formula_list(sos).

p <> q.
r<>(p&q.
-(p <> ).

end_of_list.
y se obtiene
The search is complete. No models were found.

que significa que si es consecuencia.
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3.21 Aplicaciones del razonamiento proposicio-
nal

En esta seccién vamos aplicar los procedimientos anteriores a la resolucién de
problemas.

Ejemplo 3.21.1 [El problema de los veraces y los mentirosos]

En una isla hay dos tribus, la de los veraces (que siempre dicen la verdad) y
la de los mentirosos (que siempre mienten). Un viajero se encuentra con tres
islenos A, B y C y cada uno le dice una frase

e A dice “B y C son veraces syss C es veraz”
e B dice “Si A y B son veraces, entonces B y C son veraces y A es mentiroso”
e C dice “B es mentiroso syss A o B es veraz”

Determinar a qué tribu pertenecen A, By C. ([3] pag. 72)

Solucién: Representaremos por a, by ¢ que A, B y C son veraces. Por tanto,
-a, -b y —c representan que A, B y C son mentirosos. Para determinar las
tribus calculamos los modelos del conjunto de formulas correspondientes a las
tres frases.

?- modelos_conjunto([a <=> (b & ¢ <=> c),
b<=>((a&c=>b&c& -a),
c <=> (-b <=> a v b)],
L).

L=1[[(, 1, (b, 1), (c, 0)]]

Por tanto, A y B son veraces y C es mentiroso. O

Ejemplo 3.21.2 [El problema de los animales]
A partir de la base de conocimiento de los animales (pag[10), demostrar que el
animal es una cebra.

Solucién: Basta comprobar la relacién es_consecuencia

?7- es_consecuencia(
[es_ungulado & tiene_rayas_negras => es_cebra,
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rumia & es_mamifero => es_ungulado,
es_mamifero & tiene_pezugnas => es_ungulado,
es_mamifero,
tiene_pezugnas,
tiene_rayas_negras],
es_cebra).

Yes

Ejemplo 3.21.3 [Problema de los trabajos]

Juan, Sergio y Carlos trabajan de programador, ingeniero y administrador
(aunque no necesariamente en este orden). Juan le debe 1000 euros al progra-
mador. La esposa del administrador le ha prohibido a su marido pedir dinero
prestado (y éste le obedece). Sergio estd soltero. Determinar el trabajo de cada
uno. ([15] pdg. 192)

Solucién: Usaremos los siguientes simbolos proposicionales cp (Carlos es pro-
gramador), ci (Carlos es ingeniero), ca (Carlos es administrador), jp (Juan es
programador), ji (Juan es ingeniero), ja (Juan es administrador), sp (Sergio
es programador), si (Sergio es ingeniero) y sa (Sergio es administrador).

Calculamos los modelos del conjunto de férmulas correspondiente al pro-
blema (hemos comentado el significado de cada férmula)

?- modelos_conjunto(
[, Juan es programador, ingeniero o administrador:
jp v ji v ja,
% Sergio es programador, ingeniero o administrador:
sp v si v sa,
% Carlos es programador, ingeniero o administrador:
cp v ci v ca,
% No hay mads de un programador:
(jp & -sp & —cp) v (-jp & sp & -cp) v (-jp & -sp & cp),
% No hay mds de un ingeniero:
(ji & -si & -ci) v (-ji & si & -ci) v (-ji & -si & ci),
% No hay mds de un administrador:
(ja & -sa & -ca) v (-ja & sa & -ca) v (-ja & -sa & ca),
% Juan le debe 1000 pesetas al programador
% [Luego, Juan no es el programador]:
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~JP,
% La esposa del administrador le ha prohibido a
% su marido pedir dinero prestado (y éste le obedece)
% [Luego, Juan no es el administrador]:
—ja,
% Sergio estad soltero [Luego, no es el adminitrador]:
-sal,
L).
L = [[(ca,1),(ci,0), (cp,0),
(ja,0),(ii,1),(ip,0),
(sa,0),(si,0),(sp,1)1].

Tiene un tnico modelo. Los atomos verdaderos en el modelo son ca, ji y
sp, que significan que Carlos es administrador, Juan es ingeniero y Sergio es
programador. O

Ejemplo 3.21.4 [El problema de los cuadrados]
Existe nueve simbolos proposicionales que se pueden ordenar en un cuadrado:

al a2 a3
bl b2 b3
cl c2 «c3

Se sabe que existe alguna letra tal que para todos los niimeros las férmulas son
verdaderas (es decir, existe una fila de férmulas verdaderas). El objetivo de
este ejercicio demostrar que para cada nimero existe una letra cuya férmula es
verdadera (es decir, en cada columna existe una férmula verdadera).

Solucién: Basta comprobar que la siguiente férmula es una tautologia

7- es_tautologia((al & a2 & a3) v
(b1 & b2 & b3) v
(cl & c2 & c3)
=>
(al vblvel)v
(a2 v b2 v c2) v
(a3 v b3 v ¢c3)).

Yes
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Ejemplo 3.21.5 [Problema del coloreado del pentidgono (con dos co-
lores)]

Demostrar que es imposible colorear los vértices de un pentédgono de rojo o azul
de forma que los vértices adyacentes tengan colores distintos.

Solucién: Numeramos los vértices consecutivos del pentdgono con los niimeros
1,2,3,4 y 5. Usamos los simbolos ri (1 < i < 5) para representar que el vértice
i es rojo y los sfimbolos aj (1 < j < 5) para representar que el vértice j es azul.
Para resolver el problema basta comprobar que es inconsistente el conjunto de
férmulas que expresa que se ha coloreado los vértices de la forma deseada

?7- inconsistente(
[0 E1 vértice i (1 <= i <= 5) es azul o rojo:
al vrl, a2 vr2, a3 vr3, a4 v r4, ab v rb,

% Un vértice no puede tener dos colores:

al => -r1, r1 => -al, a2 => -r2, r2 => -a2,
a3 => -r3, r3 => -a3, a4 => -r4, r4 => -a4,
ab => -r5, rb5 => -ab,

% Dos vértices adyacentes no pueden ser azules:
-(al & a2), -(a2 & a3), -(a3 & a4),
-(a4 & ab5), -(ab & al),

% Dos vértices adyacentes no pueden ser rojos:
-(r1 & r2), -(r2 & r3), -(xr3 & r4d),
-(r4 & r5), -(r5 & r1]).
Yes
O

Ejemplo 3.21.6 [Problema del coloreado del pentigono (con tres co-
lores)]

Demostrar que es posible colorear los vértices de un pentagono de rojo, azul o
negro de forma que los vértices adyacentes tengan colores distintos.

Solucién: Con la representacion del ejemplo anterior, basta calcular un modelo
del conjunto de formulas que expresa que se ha coloreado los vértices de la forma
deseada
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7- modelo_conjunto(I,
[0 E1 vértice i (1 <= i <= 5) es azul, rojo o negro:
al vrl vnl, a2 v r2 v n2, a3 v r3 v n3,
ad v r4 v nd4, a5 v rb v nb,

% Un vértice no puede tener dos colores:

al => -r1 & -n1, r1l => -al & -nl1, nl => -al & -ri,
a2 => -r2 & —n2, r2 => -a2 & -n2, n2 => -a2 & -r2,
a3 => -r3 & —n3, r3 => -a3 & —n3, n3 => -a3 & -r3,
a4 => -r4 & —n4, r4d => -a4 & -n4, nd => -a4 & -r4,
ab => -rb & -nb, r5 => -a5 & -n5, nb => -ab & -rb,

% Dos vértices adyacentes no pueden ser azules:
-(al & a2), -(a2 & a3), -(a3 & a4),
-(a4 & ab), -(ab & al),

% Dos vértices adyacentes no pueden ser rojos:
-(r1 & r2), -(r2 & r3), -(r3 & r4d),
-(r4 & r5), -(r5 & rl),

% Dos vértices adyacentes no pueden ser negros:
-(n1l & n2), -(n2 & n3), -(n3 & nd),
-(n4 & n5), -(n6 & n1)]).

I=1[(a1,0),(a2,0),(a3,0),(a4,0),(ab,1),
(n1,0), (n2,1), (n3,0), (n4,1), (n5,0),
(r1,1),(x2,0),(r3,1),(r4,0),(r5,0)].

El modelo obtenido significa colorear el vértice 1 de rojo, el 2 de negro, el 3 de
rojo, el 4 de negro y el 5 de azul. ]

Ejemplo 3.21.7 [Problema del palomar]
Cuatro palomas comparten tres huecos. Demostrar que dos palomas tienen que
estar en la misma hueco.

Solucién: Mediante las variables pihj (i=1,2,3,4y j=1,2,3) representamos
que la paloma i estd en la hueco j. Basta demostrar que es inconsistente el



66 Capitulo 3. Elementos de légica proposicional

conjunto de férmulas que indica que cada paloma estd en un hueco y que en
ningin hueco hay mas de una paloma

?7- inconsistente([% La paloma 1 estd en alguna hueco:
plhl v plh2 v pilh3,

% La paloma 2 estd en alguna hueco:
p2hl v p2h2 v p2h3,

% La paloma 3 estd en alguna hueco:
p3hl v p3h2 v p3h3,

% La paloma 4 estd en alguna hueco:
p4hl v p4h2 v p4h3,

% No hay dos palomas en la hueco 5:

-plhl v -p2hi,
-plhl v -p3hi,
-plhl v -p4hi,
-p2hl v -p3hil,
-p2hl v -p4hil,
-p3hl v -p4hil,

% No hay dos palomas en la hueco 6:

-p1h2 v -p2h2,
-p1h2 v -p3h2,
-plh2 v -p4h2,
-p2h2 v -p3h2,
-p2h2 v -p4h2,
-p3h2 v -p4h2,

% No hay dos palomas en la hueco 7:
-plh3 v -p2h3,
-p1h3 v -p3h3,
-plh3 v -p4h3,
-p2h3 v -p3h3,
-p2h3 v -p4h3,
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Yes

-p3h3 v -p4h3]).

Ejemplo 3.21.8 [Problema de los rectingulos]

Un rectangulo se divide en seis rectangulos menores como se indica en la figura:

A B

F

Demostrar que si cada una de los rectdangulos menores tiene un lado cuya
medida es un numero entero, entonces la medida de alguno de los lados del
rectangulo mayor es un nimero entero ([7] pag. 8).

Solucién: Usamos 14 variables proposicionales (con el significado indicado):
base (la base del rectdngulo mayor es un ndmero entero), altura (la altura
del rectdngulo mayor es un numero entero), base_a (la base del rectangulo
A es un niimero entero), altura_a (la altura del rectdngulo A es un nimero

entero), .... Basta comprobar que la férmula base v altura es consecuencia

del conjunto de férmulas que indica las relaciones entre los rectangulos

?- es_consecuencial(

[base_a
base_b
base_c
base_d
base_e
base_f

base_a
base_a

base_f
base_f

v altura_a,
v altura_b,
v altura_c,
v altura_d,
v altura_e,
v altura_f,

<=> base_c,
& base_d => base_f,

& base_a => base_d,
& base_d => base_a,
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base_d &
base_b &
base_b &

base_a &
base &
base &

base_a
base
base

ISR S S S

base

base_f &
base &
base &

altura_d
altura_e
altura_e

altura_a
altura
altura
altura

altura_b
altura
altura
altura

altura_b
altura
altura

base_e
base_d
base_e

base_b
base_a
base_b

o
vV V V

o
vV V V

base_d & b
base_a & b
base_a & b
base_d & b

base_e =>
base_f =>
base_e =>

&
&

5 S = =

&

altura_f£
altura_d
altura_f

altura_c
altura_a
altura_a
altura_c

altura_d
altura_b
altura_b
altura_d

altura_e
altura_b
altura_e

base v altura).

base_b,
base_e,
base_d,

base,
base_b,
base_a,

ase_e => base,
ase_d => base_e,
ase_e => base_d,
ase_e => base_a,
base,
base_e,
base_f,

=> altura_e,

=> altura_f,
=> altura_d,

& altura_f =>
& altura_c =>
& altura_f =>
& altura_f =>

& altura_f =>
& altura_d =>
& altura_f =>
& altura_f =>

=> altura,
=> altura_e,
=> altura_b],

altura,

altura_f,
altura_c,
altura_a,

altura,

altura_f,
altura_d,
altura_b,
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Yes

Ejemplo 3.21.9 [El problema de las 4 reinas]
Calcular las formas de colocar 4 reinas en un tablero de 4x4 de forma que no
haya mas de una reina en cada fila, columna o diagonal.

Solucién: Usaremos los simbolo c¢ij (1 < i, j < 4) para indicar que hay una
reina en la fila i columna j del tablero. Las soluciones del problema son los
modelos del conjunto de férmulas que establecen las restricciones del problema

7- modelos_conjunto ([
% En la 1®* fila hay una reina:
cll v c12 v ¢c13 v cl14,
% En la 2* fila hay una reina:
c21l v c22 v c23 v c24,
% En la 3* fila hay una reina:
c31 v c32 v ¢33 v c34,
% En la 4® fila hay una reina:
c4l v c42 v c43 v c44,
% Si en una casilla hay reina, entonces no hay m&s reinas en
% su fila, su columna y su diagonal:

cll => (-c12 & -c13 & -c14) &
(-c21 & -c31 & -c41) &
(-c22 & -c33 & -c44),
cl2 => (-c11 & -c13 & -cl14) &
(-c22 & -c32 & -c42) &
(-c21 & -c23 & -c34),
c13 => (-cl11l & -c12 & -c14) &
(-c23 & -c33 & -c43) &
(-c31 & -c22 & -c24),
cl4 => (-cll & -c12 & -c13) &
(-c24 & -c34 & -c44) &
(-c23 & -c32 & -c41),
c21 => (-c22 & -c23 & -c24) &
(-c11 & -c31 & -c41) &
(-c32 & -c43 & -c12),
c22 => (-c21 & -c23 & -c24) &
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(-c12 & -c32 & -c42) &

(-c11 & -c33 & -c44 & -cl13 & -c31),
c23 => (-c21 & -c22 & -c24) &

(-c13 & -c33 & -c43) &

(-c12 & -c34 & -c14 & -c32 & -c41),
c24 => (-c21 & -c22 & -c23) &

(-cl14 & -c34 & -c44) &

(-c13 & -c33 & -c42),
c31 => (-c32 & -c33 & -c34) &

(-c11 & -c21 & -c41) &

(-c42 & -c13 & -c22),
c32 => (-c31 & -c33 & -c34) &

(-c12 & -c22 & -c42) &

(-c21 & -c43 & -c14 & -c23 & -c41),
c33 => (-c31 & -c32 & -c34) &

(-c13 & -c23 & -c43) &

(-c11 & -c22 & -c44 & -c24 & -c42),
c34 => (-c31 & -c32 & -c33) &

(-c14 & -c24 & -c44) &

(-c12 & -c23 & -c43),
c4l => (-c42 & -c43 & -cd4d) &

(-c11 & -c21 & -c31) &

(-c14 & -c23 & -c32),
c42 => (-c41 & -c43 & -c44) &

(-c12 & -c22 & -c32) &

(-c31 & -c24 & -c33),
c43 => (-c41 & -c42 & -c44) &

(-c13 & -c23 & -c33) &

(-c21 & -c32 & -c34),
cd4d => (-c41 & -c42 & -c43) &

(-c14 & -c24 & -c34) &

(-c11 & -c22 & -c33)],

L),
L = [[(cl1, 0), (c12, 0), (c13, 1), (ci4, 0),
(c21, 1), (c22, 0), (c23, 0), (c24, 0),
(c31, 0), (c32, 0), (c33, 0), (c34, 1),
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(c41, 0), (c42, 1),
[(c11, 0), (ci12, 1),
(c21, 0), (c22, 0),
(c31, 1), (32, 0),
(c41, 0), (c42, 0),

Gréficamente los modelos son

R

(c43,
(c13,
(c23,
(c33,
(c43,

0),
0),
0,
0),
1,

(c44,
(c14,
(c24,
(c34,
(c44,

01,
0,
1),
0,
011

R

Ejemplo 3.21.10 [Problema de Ramsey]|
Probar el caso més simple del teorema de Ramsey: entre seis personas siempre

hay (al menos) tres tales que cada una conoce a las otras dos o cada una no
conoce a ninguna de las otras dos.

Solucién: Numeramos las personas mediante 1,2,3,4,5 y 6. Usamos los

simbolos proposicionales pij (1 < i < j < 6) para indicar que las personas

i y j se conocen. Basta demostrar que la férmula que indica que hay tres
personas que se conocen entre ellas o que hay tres personas tales que cada una
desconoce a las otras dos es una tautologia

7- es_tautologia(’ Hay 3 personas que se conocen entre ellas:

(p12
(p12
(p12
(p12
(p13
(p13
(p13
(p14

RIS

pl3
plé
plb
pl6
pl4
plb5
plé
plb5

&

R

p23)
p24)
p25)
p26)
p34)
p35)
p36)
p45)

v

< < < 4 € € <
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(pl4 & pi6 & pd6) v
(p15 & pl6 & p56) v
(p23 & p24 & p34) v
(p23 & p25 & p35) v
(p23 & p26 & p36) v
(p24 & p25 & pd5) v
(p24 & p26 & p46) v
(p25 & p26 & p56) v
(p34 & p35 & p4b) v
(p34 & p36 & p46) v
(p35 & p36 & p56) v
(p45 & p46 & p56) v

% Hay 3 personas tales que cada una
% desconoce a las otras dos:

(-p12 & -p13 & -p23) v
(-p12 & -pl4 & -p24) v
(-p12 & -p15 & -p25) v
(-p12 & -pl6 & -p26) v
(-p13 & -pl4 & -p34) v
(-p13 & -p15 & -p35) v
(-p13 & -p16 & -p36) v
(-p14 & -pl5 & -p4d) v
(-pl4 & -pl6 & -p46) v
(-p15 & -p1l6 & -p56) v
(-p23 & -p24 & -p34) v
(-p23 & -p25 & -p35) v
(-p23 & -p26 & -p36) v
(-p24 & -p25 & -p4d) v
(-p24 & -p26 & -p46) v
(-p25 & -p26 & -p56) v
(-p34 & -p35 & -p4b) v
(-p34 & -p36 & -p46) v
(-p35 & -p36 & -p56) v
(-p45 & -p46 & -p56)).

Yes
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O

La siguiente tabla recoge estadisticas sobre los problemas de esta seccion.
La primera columna identifica el problema, la segunda indica el nimero de
simbolos proposicionales en el problema, la tercera el nimero de inferencias
realizadas en su resolucién y la cuarta el tiempo (en segundos) empleado en su

resolucién.
Problema Simbolos | Inferencias | Tiempo
mentirosos 3 646 0.00
animales 6 4,160 0.00
trabajos 9 71,044 0.07
cuadrados 9 56,074 0.06
pentégono 15 117,716 0.13
palomar 12 484,223 0.50
rectangulos 14 1,026,502 1.08
4 reinas 16 | 15,901,695 19.90
Ramsey 15 | 29,525,686 44.27
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Capitulo 4

Sistemas deductivos
proposicionales

En el capitulo anterior estudiamos un procedimiento para decidir la validez de
las férmulas calculando el valor de la férmula en todas sus interpretaciones prin-
cipales. En este capitulo estudiaremos procedimientos para decidir la validez
sin necesidad de construir las interpretaciones y que, ademas, nos proporcionen
pruebas de la validez.

Como textos recomendamos los del capitulo anterior.

4.1 Tableros semanticos

4.1.1 Ejemplos de demostraciones por tableros semanticos

Veamos un ejemplo de como se puede probar la validez de una férmula.

—pV g — —(pAq) es valida
syss {—~(=pV —q¢ — =(p A q))} es inconsistente
syss {—pV —=q,——(p A q)} es inconsistente
syss {=pV —q,p A g} es inconsistente
syss {p,q, pV —q} es inconsistente
syss {p,q, p} es inconsistente y
{p, ¢, ~q} es inconsistente

(0]
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Por tanto la férmula es valida. En cambio,

—pV g — —(p Ar) es vilida
syss {=(—pV ¢ — =(p Ar))} es inconsistente
syss {—pV —=q,——(p A r)} es inconsistente
syss {—pV —q,p A r} es inconsistente
syss {p,q,—pV —r} es inconsistente
syss {p,q, p} es inconsistente y
{p, q, —r} es inconsistente

no es valida ya que {p, ¢, —-r} es consistente.
Los razonamientos anteriores se pueden representar graficamente mediante
los siguientes arboles

{-¢Gpv -g-—>-(p&d)} {-¢pv-g->-(p &N}
{pv-q, —( & D} {-p v -qa, i——(p & r)
{-pv —ql, p & a} {-pv-q,p&r}
{pv -qi, P, a} {pv —qi, p, r}
{-p, p,)g}a, P, a} {-p, p,{g, p, r}
Cerrado Cerrado Cerrado Abierto

El de la izquierda es una demostracién de —pV —¢ — —(p A q¢) (porque sus dos
ramas estan cerradas (es decir, contienen una férmula y su negacién)) y el de la
derecha muestra que —pV =q — —(p A q) no es valida (porque su rama derecha
es abierta (es decir, es un conjunto de literales no contradictorios)).

4.1.2 Notacion uniforme

Desde el punto de vista sintdctico las férmulas se clasifican en atémicas, ne-
gaciones, conjunciones, disyunciones, implicaciones y equivalencias. Desde el
punto de vista semantico nos interesa clasificar las férmulas en literales, doble
negaciones, féormulas alfas y formulas betas.

Un literal es un atomo o la negacién de un atomo. La relacion literal (+F)
se verifica si la férmula F es un literal.
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literal(F) :- atom(F).
literal(-F) :- atom(F).

La féormula F' es una doble negacidn si existe una férmula G tal que F es
de la forma ——G. Entonces = F < G.
Las férmulas alfa , junto con sus componentes, son las indicadas en la
siguiente tabla
Ay N A Ay | A
(A — Ag) | A1 | 24
—(41VAg) | 24y | 24,
Si F es una férmula alfa y sus componentes son Fj y Fy, entonces = F <
F1 A FQ.
La relacién alfa(+A,-A1,-A2) se verifica si A es una férmula alfa y sus
componentes son Al y A2.

alfa(Al & A2, A1, A2).
alfa(-(A1 => A2), A1, -A2).
alfa(-(A1 v A2), -Al, -A2).

Las férmulas beta , junto con sus componentes, son las indicadas en la
siguiente tabla

B1V By By By
B1 — BQ _‘Bl BQ
~(Bi ABs) | -B ~Bs

By < By By A By —-Bi AN By
—~(By < B) | Bt A—By | 7B1 A By

Si F es una férmula beta y sus componentes son F; y Fs, entonces | F <
F1 \Y FQ.

La relacion beta(+B,-B1,-B2) se verifica si B es una férmula beta y sus
componentes son Bl y B2.

beta(B1 v B2, B1, B2).
beta(B1 => B2, -B1, B2).
beta(-(B1 & B2), -B1, -B2).
beta(B1 <=> B2, Bl & B2, -Bl & -B2).
beta(-(B1 <=> B2), Bl & -B2, -Bl1 & B2).
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4.1.3 Procedimiento de completaciéon de tableros

Un tablero correspondiente a un conjunto de férmulas S es un arbol construido
mediante las siguientes reglas:

(I) El arbol cuyo unico nodo tiene como etiqueta S es un tablero de S.
(C) Sea T un tablero de S y S la etiqueta de una hoja de 7.

(C.1) Si S; cerrado (es decir, que contiene una férmula y su negacién),
entonces el arbol obtenido anadiendo como hijo de S el nodo eti-
quetado con cerrado es un tablero de S.

(C.2) Si S es abierto (es decir, es un conjunto de literales que no contiene
una férmula y su negacién), entonces el drbol obtenido anadiendo
como hijo de S; el nodo etiquetado con abierto es un tablero de S.

(C.3) Si Sy contiene una doble negacién ——F, entonces el drbol obtenido
anadiendo como hijo de S; el nodo etiquetado con (S; — {—-—F})U
{F} es un tablero de S.

(C.4) Si S; contiene una férmula alfa F' de componentes Fy y Fy, entonces
el arbol obtenido anadiendo como hijo de S; el nodo etiquetado con
(S1 — {F}) U{F1, F>} es un tablero de S.

(C.5) Si Sy contiene una férmula beta F' de componentes Fy y Fy, entonces
el arbol obtenido anadiendo como hijos de Sy los nodos etiquetados
con (S1 —{F}HU{F}y (S1—{F})U{Fy} es un tablero de S.

Un tablero semdantico de S es completo si no se le puede aplicar ninguna
de las reglas de expansién; es decir, todas sus hojas son abiertas o cerradas. La
relacion tablero_completo (+S,-Tab) se verifica si Tab es un tablero completo
del conjunto de férmulas S; por ejemplo,

?7- tablero_completo([- (-p v -q => - (p & r))],T).
T=1t([-(pv-q=>-(p&r)],
t([-p v -q, - -(p & )],
t(lp&r, -pv -ql,
t(lp, r, -p v -q],
t([-p, p, r], cerrado, vacio),
t([-q, p, r], abierto, vacio)),
vacio),
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vacio),
vacio)
Yes

En el ejemplo se obseva que el término t(S,Izq,Dcha) representa el tablero
de raiz S, rama izquierda Izq y rama derecha Dcha. Para considerar el tablero
como un arbol binario hemos introducido el simbolo vacio para completar los
nodos que tienen sélo un hijo. La definicién de la relacién tablero_completo
es

tablero_completo(S,Tab) :-
completacion(t(S,_Izq,_Dcha),Tab).

La relaciéon completacion(+Tabl,-Tab2) se verifica si Tab2 es una completa-
cién (i.e. un tablero completo) del tablero Tab1

completacion(t(Flas,Izql,Dchal),t(Flas,Izq3,Dcha3)) :-
paso(t(Flas,Izql,Dchal),t(Flas,Izq2,Dcha2)), !,
completacion(Izq2,Izq3),
completacion(Dcha2,Dcha3) .

completacion(Tab,Tab) .

La relacién paso (+Tab1l,-Tab2) se verifica si Tab2 es un tablero obtenido apli-
cando una regla de completacion al tablero Tab1

paso(t(S1,_,_),t(81, cerrado, vacio)) :- % C1
cerrada(S1), !.

paso(t(S1,_,_),t(81, abierto, vacio)) :- % C2
lista_de_literales(S1), !.

paso(t(s1,_,_),t(S1, Izq, vacio)) :- % C3

regla_doble_negacion(S1, S2), !,
Izq = t(82, _, ).

paso(t(S1,_,_),t(81, Izq, vacio)) :- % C4
regla_alfa(S1, 82), !,
Izq = t(S82, _, ).

paso(t(S1,_,_),t(81, Izq, Dcha)) :- % C5
regla_beta(S1, S2, S3),
Izq = t(S2, _, ),
Dcha = t(83, _, _).
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La definiciéon de paso se basa en las siguientes relaciones:

e cerrada(+S) que se verifica si S es una lista cerrada (i.e. que contiene
una férmula y su negacion).

cerrada(S) :- member(-F,S), member(F,S).

e lista_de_literales(+S) que se verifica si S es una lista de literales.

lista_de_literales([]).

lista_de_literales([F|S]) :-
literal(F),
lista_de_literales(S).

e regla_doble_negacion(+S1,-32) que se verifica si S1 es una lista de
férmulas que contiene una doble negacién --F y S2 es la lista de férmulas
obtenidas sustituyendo en S1 la formula --F por F. Por ejemplo,

?7- regla_doble_negacion([- -(q v r), p => r],L).
L=[qvr, p=>r]

?7- regla_doble_negacion([p v (q v r), p => r],L).
No

regla_doble_negacion(S1, [F[S2]) :-
member (- -F, S1), !,
delete(S1, - -F, S2).

e regla_alfa(+S1,-S2) que se verifica si S1 es una lista de férmulas que
contiene una férmula alfa A y S2 es la lista de formulas obtenidas susti-
tuyendo en S1 la férmula A por sus componentes. Por ejemplo,

?7- regla_alfa(lp & (9 v r), p => r]l,L).
L=1[p,qvr, p=r]

?7- regla_alfa([p v (g vr), p=>r],L).
No
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regla_alfa(S1, [A1,A2(S2]) :-
member (A, S1),
alfa(A, A1, A2), !,
delete(S1, A, S2).

e regla_beta(+S1,-S2,-S3) que se verifica si S1 es una lista de férmulas
que contiene al menos una férmula beta B y S2 es la lista de férmulas
obtenidas sustituyendo en S1 la formula B por una de sus componentes y
S3, por la otra. Por ejemplo,

?7- regla_beta([p & (q v r), p => r],L1,L2).

L1 = [-p, p & (q v r)]

L2 = [r, p& (v )]

?7- regla_beta([p & (q v r), -(p => r)],L1,L2).
No

regla_beta(S1, [B1|RS1], [B2|RS1]) :-
member (B, S1),
beta(B, B1, B2),
delete(S1, B, RS1).

4.1.4 Tableros cerrados

Un tablero es cerrado si todas sus hojas estan etiquetadas con cerrado o
vacio. La relacién es_cerrado(+Tab) se verifica si Tab es un tablero cerrado.

es_cerrado(t(_,Izq,Dcha)) :-
es_cerrado(Izq),
es_cerrado(Dcha) .

es_cerrado(cerrado) .

es_cerrado(vacio).

4.1.5 Teorema por tableros

Una férmula F es un teorema (mediante tableros semadnticos) (y se re-
presenta por Frqp, F) si tiene una prueba mediante tableros; es decir, si {—F}
tiene un tablero completo cerrado.
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El célculo de tableros seméanticos es adecuado y completo; es decir, una
férmula es vélida (= F) syss es teorema mediante tableros seménticos (Frqp F).

La relacién prueba(+F,-Tab) se verifica si Tab es una prueba (mediante
tableros semdnticos) de la férmula F. Por ejemplo,

?- prueba(-p v -q => -(p & q),T).
T=1t([- (-pv-q=>- (p & qN],
t([-p v-q, - -(p & 1,
t([p&q, -p v -ql,
t(lp, 9, -p v —q],
t([-p, p, ql, cerrado, vacio),
t([-q, p, q], cerrado, vacio)),
vacio),
vacio),
vacio)
?- prueba(-p v -q => -p,T).
No

prueba(F,Tab) :-
tablero_completo([-F],Tab), !,
es_cerrado(Tab) .

La relacién es_teorema (+F) se verifica si la férmula F es teorema (mediante

tableros semdnticos). Por ejemplo,

7- es_teorema(-p v -q => —-(p & q)).
Yes
?7- es_teorema(-p v -q => -(p & r)).
No

es_teorema(F) :-
prueba(F,_Tab).

4.1.6 Deduccion por tableros

La férmula F' es deducible (mediante tableros semdanticos) a partir del
conjunto de férmulas S (y se representa por S bpqp, F) si existe una prueba
mediante tableros de que F' a partir de S; es decir, existe un tablero completo
cerrado de S U {-F}.



4.1. Tableros semdnticos 83

La férmula F' es consecuencia de S syss F' es deducible mediante tableros
a partir de S; es decir, S |= F syss S Frqp F.

La relacion prueba_deducible_tab(+S,+F,-Tab) se verifica si Tab es una
prueba por tableros seméanticos de que la férmula F es deducible del conjunto
de férmulas S; por ejemplo,

?7- prueba_deducible_tab([p => q, q => r], p => r,T).
T=4t([-(p=>1), p=>gq, q=>r],
t(lp, -r, p => q, q => ],
t([-p, p, -r, q => r], cerrado, vacio),
t([q, p, -r, q => ],
t([-q, 9, p, -r], cerrado, vacio),
t([r, q, p, -r], cerrado, vacio))),

vacio)
Yes
?7- prueba_deducible_tab([p => q, q => r], p <=> r,T).
No

Gréficamente, la prueba anterior es

{-(p =>r), p=>4q, q=>r}

|

{p, -r, p=>4q, q=>r}

/\

{_p’ p, -r, q => r} {q’ p, -r, q=> r}
Cerrado {9, 9, p, -r} A{r. d, p, -r}
Cerrado Cerrado

La definicién de prueba_deducible_tab es

prueba_deducible_tab(S,F,Tab) :-
tablero_completo([-F|S],Tab), !,
es_cerrado(Tab) .

La relacién es_deducible_tab(+S,+F) se verifica si la formula F es dedu-
cible (mediante tableros) del conjunto de férmulas S.
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es_deducible_tab(S,F) :-
prueba_deducible_tab(S,F,_Tab).

4.2 Clausulas

El objetivo de esta seccién es la transformacion de las formulas en una forma
equivalente adecuada para el cédlculo de resolucion.

4.2.1 Equivalencia légica

Las férmulas F' y G son equivalentes (y se representa por F = G) si | F <
G. La relacién es_equivalente(+F,+G) se verifica si las férmulas F y G son
equivalentes; por ejemplo,

?7- es_equivalente(-(p & @), -p v -q).
Yes
?7- es_equivalente(-(p & @), -p & —q).
No

es_equivalente(F,G) :-
es_tautologia(F <=> G).

4.2.2 Forma normal negativa

Una férmula estd en forma normal negativa si no contiene las conectivas
—, < y la negacién no se aplica a subféormulas compuestas. Por ejemplo,
(=pVq) A(—qVp) estd en forma normal negativay (p — ¢)A(¢g — p) y ~(pAq)
no estan forma normal negativa.

Una férmula G es una forma normal negativa de la formula F' si G estd
en forma normal negativa y es equivalente a F'. Por ejemplo, una forma normal
negativa de p < g es (—pV q) A (=g V p).

Aplicando a una férmula F los siguientes pasos se obtiene una forma normal
negativa de F':

1. Eliminar las equivalencias usando la relaciéon

A—B=(A—-B)AN(B— A) (1)
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2. Eliminar las implicaciones usando la equivalencia

A— B=-AVB (2)
3. Interiorizar las negaciones usando las equivalencias
-(AAB)=-AV-B (3)
-(AVB)=-AA-B 4)
—\—|A = A (5)

La relacion fnn(+F,?G) se verifica si G es una forma normal negativa de la
férmula F; por ejemplo,

?7- fon(p <=> q,F).
F=((pvaqg & (-qvp

?- fon(p v -q => r, F).
F=(p&q vr

?- fon(p v -q=>r, (-p & q v .
Yes

?- fon(p v -q =>r, -p & (q v r)).
No
?- fon(p & (@ => r) => s, F).

F=(pv(qQ&-r) vs

fan(F, G) :-
elimina_equivalencias(F,F1),
elimina_implicaciones(F1,F2),
interioriza_negaciones(F2,G).

donde la relacion elimina_equivalencias (+F,7G) se verifica si G es la férmula
obtenida eliminando las equivalencias de la férmula F, usando la reduccién (1).

elimina_equivalencias(A <=> B, (Al => B1) & (B1 => Al1)) :- !,
elimina_equivalencias(A, Al),
elimina_equivalencias(B, B1).

elimina_equivalencias(A, B) :-

A =.. [OplL1l, !,
maplist(elimina_equivalencias,L1,L2),
B =.. [OplL2].

elimina_equivalencias(A, A).
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la relacién elimina_implicaciones(+F,7G) se verifica si G es la férmula ob-
tenida eliminando las implicaciones de la férmula F, usando la reduccién (2)

elimina_implicaciones(A => B, -Al v B1) :- !,
elimina_implicaciones(A, Al),
elimina_implicaciones(B, B1).

elimina_implicaciones(A, B) :-

A =.. [OpILil, !,
maplist(elimina_implicaciones,L1,L2),
B =.. [OplL2].

elimina_implicaciones(A, A).

la relacién interioriza_negaciones(+F,7G) se verifica si G es la férmula ob-
tenida interiorizando las negaciones de la férmula F (que no tiene => ni <=>) de
forma que las negaciones se apliquen s6lo sobre simbolos proposicionales. Las
reglas de interiorizacién son las reduciones (3), (4) y (5).

interioriza_negaciones(-(A & B), Al v B1) :- !,
interioriza_negaciones(-A, Al),
interioriza_negaciones(-B, B1).
interioriza_negaciones(-(A v B), Al & B1) :- !,
interioriza_negaciones(-A, Al),
interioriza_negaciones(-B, B1).
interioriza_negaciones((-(-A)), A1) :- I,
interioriza_negaciones(A, Al).
interioriza_negaciones(A, B) :-—

A =.. [OplLil, 1,
maplist(interioriza_negaciones,L1,L2),
B =.. [0OplL2].

interioriza_negaciones(A, A).

4.2.3 Forma normal conjuntiva

Un literal positivo es una férmula atémica y un literal negativo es la ne-
gacién de una férmula atémica. Un literal es un literal positivo o negativo.
Usaremos L, L1, Ly, ... como variables para literales.

Una férmula estd en forma normal conjuntiva si es una conjunciéon de
disyunciones de literales; es decir, es de la forma
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(LyaV--VLip )N AN(Lma1 V-V Lpn,)
Por ejemplo, (—pVq)A(—gVp) estéd en forma normal conjuntivay (-pVq)A(qg —
p) no estd en forma normal conjuntiva.

Una férmula G es una forma normal conjuntiva de la férmula F si G
estd en forma normal conjuntiva y es equivalente a F'. Por ejemplo, una forma
normal conjuntiva de =(p A (¢ — 7)) es (=pV ¢) A (=p V —r).

Aplicando a una férmula F' los siguientes pasos se obtiene una forma normal
conjuntiva de F:

1. Calcular una forma normal negativa de F'.

2. Interiorizar las disyunciones usando la propiedad distributiva de la dis-
yuncién sobre la conjuncién

AV(BANC)=(AVB)A(AVO) (6)

(AANB)VC=(AVC)AN(BV(O) (7)

La relaciéon fnc (+F,7G) se verifica si G es una forma normal conjuntiva de
la férmula F; por ejemplo,

?7- fnc(p & (@ => r), F).
F=p& (-q vr)

?7- fnc(-(p & (q => 1)), F).
F=(pvq& (-p v-r)

fnc(F,G) :-
fon(F,F1),
interioriza_disyunciones(F1,G).
interioriza_disyunciones(A v (B & C), ABC) :- !,
interioriza_disyunciones(A v B, AB),
interioriza_disyunciones(A v C, AC),
interioriza_disyunciones(AB & AC, ABC).
interioriza_disyunciones((A & B) v C, ABC) :- !,
interioriza_disyunciones(A v C, AC),
interioriza_disyunciones(B v C, BC),
interioriza_disyunciones(AC & BC, ABC).
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interioriza_disyunciones(A, B) :-
A =.. [0OplL],
maplist(interioriza_disyunciones,L,L1),
(L1 =1L -
B =.. [OplL1]
; % not(L1l = L) —>
B1 =.. [OplL1],
interioriza_disyunciones(B1,B)).
interioriza_disyunciones(A, A).

4.2.4 Transformacion a clausulas

Una clausula es un conjunto de literales. Usaremos los simbolos C,C1, Cs, ...
como variables sobre clausulas. El valor de una clausula C' en una interpre-
tacion I es

[(C) = 1, siexiste un L € C tal que I(L) =1
| 0, en caso contrario.

Una férmula F' y una cldusula C' son equivalentes si I(F) = I(C) para cual-
quier interpretaciéon I. Si C = {Li,Ls,...,L,}, entonces C es equivalente a
L1V LyV---V L,. La cldusula vacia es el conjunto vacio de clausulas y se
representa por 0. En cualquier interpretacién I, I(O) = 0.

Las férmulas clausales son disyunciones de literales; es decir, las férmulas
obtenidas mediante las siguientes reglas

e Si F es un literal, entonces F' es una férmula clausal
e Si F'y G son férmulas clausales, entonces F'V G es una féormula clausal.

Por ejemplo, p, =p y —pV (¢ V —r) son férmulas clausales y —=pV (¢ A —r) no es
una férmula clausal.

El siguiente procedimiento transforma férmulas clausales en clausulas equi-
valentes

) {F}, si F es un literal;
Cléusula(F) —
dusula(F) { Cléusula(Fy) U Cléusula(Fy), si F = (Fy V F)

La relacién clausula(+F,-C) se verifica si C es una cldusula equvalente a la
férmula clausal F; por ejemplo,
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?7- clausula(p,C).

C = [p]
?- clausula(-p,C).
C = [-p]

?7- clausula((-p v r) v (-p v q),C).
C=I[q, r, -p]

clausula(Ll v L2, S) :—- !,
clausula(L1l, S1),
clausula(L2, S2),
append(S1, S2, S3),
sort(S3,9).

clausula(L, [L]).

El valor de un conjunto de clausulas S en una interpretacién I es

1(8) = 1, siparatodaC e S, I(C)=1
1 0, en caso contrario.

Una interpretacién I es modelo de un conjunto de cldusulas S si I(S) = 1.
Un conjunto de clausulas es inconsistente si no tiene modelos.

Una férmula F' y un conjunto de cldusulas S son equivalentes si I(F) =
I(S) para cualquier interpretacién I. Si S = {C4,Cy,...,C,}, entonces S es
equivalente a C1 ACy A -+ AN C,.

El siguiente procedimiento transforma férmulas en forma normal conjutiva
en conjuntos clausulas equivalentes

CléU*FNC(Fl) U CléU*FNC(FQ), si F'= F1 A F2

Clau-FNC(F) = { {Clausula(F)}, en caso contrario

La relacién clausulas_FNC(+F,7S) se verifica si S es un conjunto de clausulas
equivalente a la férmula en forma normal conjuntiva F; por ejemplo,

?7- clausulas_FNC(p & (-q v r), S).

S = [[pl, [r, -ql]

?- clausulas_FNC((-p v q) & (-p v -1), S).
S = [la, -pl, [-p, -rl]
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clausulas_FNC(A1 & A2, S) :- !,
clausulas_FNC(A1, S1),
clausulas_FNC(A2, S2),
union(S1, 82, S).

clausulas_FNC(A, [S]) :-
clausula(d, S).

La relacién clausulas(+F,?7S) se verifica si S es un conjunto de clausulas
equivalente a la férmula F; por ejemplo,

7- clausulas(p & (q => r),S).
S = [lpl, [r, —ql]

clausulas(F,S) :-
fnc(F,F1),
clausulas_FNC(F1,8).

El conjunto de férmulas S y el conjunto de clausulas Sy son equivalentes
si I(S1) = I(S2) para cualquier interpretacion I.

La relacién clausulas_conjunto (+CF,-CC) se verifica si CC es un conjunto
de clausulas equivalente al conjunto de formulas CF; por ejemplo,

?- clausulas_conjunto([p => q, q => r],CC).
cCc = [[lq, -pl, [r, -ql]

clausulas_conjunto([],[1).

clausulas_conjunto([F|CF],CC) :-
clausulas(F,CC1),
clausulas_conjunto(CF,CC2),
union(CC1,CC2,CC).

4.2.5 Transformacion a clausulas con OTTER

Con OTTER se puede calcular los conjuntos de clausulas equivalentes a con-
juntos de férmulas, Por ejemplo, para calcular un conjunto de clausulas equiva-
lente al conjunto de férmulas {p — ¢,q — r} se escribe un fichero (por ejemplo,
ej_clausulas.in) cuyo contenido es
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formula_list(sos).
p <> q.

q->r.
end_of_list.

se aplica OTTER al fichero de entrada (ej_clausulas.in)
> otter <ej_clausulas.in >ej_clausulas.out
y en el fichero de salida (ej_clausulas.out) se encuentra

——————— > sos clausifies to:
list(sos).

1 [1 -plqg.

2 [1 pl —-q.

3 0 —qlr.

end_of_list.

que corresponden a las tres cldusulas del conjunto {{-p,q}, {p, —q},{—q,r}}
equivalente al de las férmulas iniciales.

4.3 Resolucion

4.3.1 Motivacién de resolucién

El problema de decidir si una féormula F' es consecuencia logica de un conjunto
de férmulas S puede reducirse al de decidir la inconsistencia de un conjunto de
cldusulas, ya que las siguientes condiciones son equivalentes:

e SEF
e SU{—F} es inconsistente
e Clausulas(S U {—F}) es inconsistente

Puesto que un conjunto de cldusulas S es inconsistente syss la clausula
vacia es consecuencia de S, para decidir si S es inconsistente basta generar
consecuencias de S hasta que se obtenga la clausula vacia.

Antes de precisar la regla de inferencia a utilizar, observemos distintas reglas
de inferencia y su representaciéon mediante clausulas:



92 Capitulo 4. Sistemas deductivos proposicionales

e Modus Ponens

P=0 P yp {-p.q}, {p} VP
q {4}

e Modus Tollens

p—4q, —q {-p,q}, {~q}
p M {-p} AT

e Encadenamiento

PG G207 ) {-p,q}, {-q,r} [Encad]
p—r {=p,7}

Se observa que desde el punto de vista de clausulas las tres reglas anteriores
estan incluida en la regla

{plw"?rw"apm}a {qlw'w"ru"wCIn}
{p17"'7pmaq177"'aQTL}

[Resolucién]
que es la regla de resolucién proposicional.

4.3.2 Regla de resolucién proposicional

El complementario de un literal L es

J— .L:ﬁ
L:{p, si p
-p, siL=p

La relacién complementario(+L1,-L2) se verifica si L2 es el complementa-
rio del literal L1.

complementario(-A, A) :- !.
complementario(A, -A).

La clausula C' es una resolvente de las clausulas C; y Cs si existe un literal
Ltalque LeCy, LeCyy C=(C; —{L})U(Cy—{L}.

La relacion resolvente (+C1,+C2,-C3) se verifica si C3 es una resolvente
de las clausulas C1 y C2; por ejemplo,
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?7- resolvente([p,ql,[-q,r],C).

Cc=I[p, r]l ;

No

?- resolvente([q, -pl,[p, -q1,C).
C = I[p, -p] ;

C=I[q, -q] ;

No

?- resolvente([q, -pl, [p, ql, C).
C = [q] ;

No

?7- resolvente([q, -p], [q, rl, C).
No

?- resolvente([p], [-p],C).

c=10 ;

No

resolvente(C1,C2,C) :-
member (L1,C1),
complementario(L1,L2),
member (L2,C2),
delete(C1, L1, CiP),
delete(C2, L2, C2P),
append(C1P, C2P, C3),
sort(C3,C).

4.3.3 Demostraciones por resolucién

Sea S un conjunto de cldusulas. La sucesién (Cy, ..., Cy) es una demostracién
por resolucién de la cldusula C a partir de S si C = C,, y para todo i €
{1,...,n} se verifica una de las siguientes condiciones:

e C; €585,
e existen j, k < ¢ tales que C; es una resolvente de C; y C)

La cldusula C es demostrable por resolucién a partir de S (y se representa
por S ks C) si existe una demostracién por resolucién de C' a partir de S.
Una refutacién por resolucién de S es una demostracién por resolucién de
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la cldusula vacia a partir de S. Se dice que S es refutable por resolucién si
S Fres O

Sea S un conjunto de férmulas. Una demostracion por resolucién de
F' a partir de S es una refutacién por resolucién de Cldusulas(S U {-F'}). La
férmula F' es demostrable por resolucién a partir de S (y se representa por
S Fres F') si existe una demostracién por resolucién de F' a partir de S.

Una demostracién por resolucién de p A ¢ a partir de {pV ¢,p — ¢} es

1 {p,q} Hipétesis
2 {-p,q} Hipétesis
3 {p,-q} Hipétesis
4 {-p,-q} Hipétesis
5 {q} Resolvente de 1 y 2
7 {-q} Resolvente de 3 y 4
8 {} Resolvente de 5 y 7

El célculo por resolucién es adecuado y completo; es decir que dado un
conjunto de férmulas S y una férmula F, se tiene que S |= F syss S bpes F.

4.3.4 Procedimiento elemental de biisqueda de refutacién

Un procedimiento elemental de biisqueda de una refutacién de un conjunto de
clausulas S consta de las siguientes reglas

e Si S contiene a la clausula vacia, entonces S es inconsistente.

e Si S contiene dos cldusulas C7, Cs que tienen una resolvente que no
pertenece a S, entonces S es inconsistente syss S U {C'} es inconsistente.

e En otro caso, S es consistente.

La relaciéon refutacion(+S,-R) se verifica si R es una refutacién por reso-
lucién del conjunto de cldusulas S. Por ejemplo,

?- refutacion([[-p,-q]l, [p,ql,[-p,ql,[-q,pl],R).
R = [[p,-ql,[q,-pl,[p,ql,[-p,-ql,
[q,-q1, [p,-pl, [-p], [ql, [p], (1]
Yes
?- refutacion([[p,ql, [-p,ql, [-q,p]],R).
No
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refutacion(S,R) :-
maplist(sort,S,S1),
refutacion_aux(S1i,R).

refutacion_aux(S,R) :-
member ([],S), !,
reverse(S,R) .
refutacion_aux(S,R) :-
member (C1,S),
member (C2,8),
resolvente(C1,C2,C),
\+ member(C, S),
% format(’“N"w resolvente de “w y “w™n’,[C,C1,C2]),
refutacion_aux([C|S],R).

Si se elimina el comentario, se escriben las resolventes que se van obteniendo.
Por ejemplo,

?- refutacion([[-p,-ql, [p,ql,[-p,ql,[-q,pl],R).
[q, -q] resolvente de [-p, -q] y [p, ql

[p, —p] resolvente de [-p, -q] y [p, ql

[-p] resolvente de [-p, -ql] y [q, -p]

[q] resolvente de [-p]l y [p, gl

[p] resolvente de [q] y [p, -9l

[] resolvente de [p] y [-p]

R = [[p,-q],[q,-p], [p,ql, [-p,-qal,
[q,-q],[p,-pl, [-p], [q], [p], [1]

Yes

4.3.5 Resolucién con OTTER

Par estudiar el procedimiento de busqueda de refutaciones de OTTER vamos
a analizar la refucién correspondiente al ejemplo anterior. El contenido del
fichero de entrada es
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list(sos).
-p | -q.
pla
-p | Q.
-q | p.
end_of_list.

set(binary_res). % Resolucién binaria
set(very_verbose). I Presentacién detallada

en el que se ha escrito las cldusulas en el conjunto soporte y se ha indicado la
regla de inferencia y el nivel de detalle de la presentacion
En el fichero de salida observamos que en primer lugar se han anotados las

clausulas
list(sos).
1 1 -pl -q.
2 [ plqg.
3 [0 -plqg.
4 [1 -qlp.

end_of_list.

a continuacién se ha realizado la busqueda de la refutacion

given clause #1: (wt=2) 1 [] -pl| -q.
given clause #2: (wt=2) 2 [] plq.

0 [binary,2.1,1.1] ql -q.

0 [binary,2.2,1.2] pl -p.
given clause #3: (wt=2) 3 [] -plq.

0 [binary,3.1,2.1] qlq.
** KEPT (pick-wt=1): 5 [binary,3.1,2.1,factor_simp] q.
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0 [binary,3.2,1.2] -pl| -p.
** KEPT (pick-wt=1): 6 [binary,3.2,1.2,factor_simp] -p.

given clause #4: (wt=1) 5 [binary,3.1,2.1,factor_simp] q.

0 [binary,5.1,1.2] -p.
Subsumed by 6.

given clause #5: (wt=1) 6 [binary,3.2,1.2,factor_simp] -p.

0 [binary,6.1,2.1] q.
Subsumed by 5.

given clause #6: (wt=2) 4 [] -qlp.

0 [binary,4.1,5.1] p.
*x KEPT (pick-wt=1): 7 [binary,4.1,5.1] p.

—----> UNIT CONFLICT at 0.00 sec ----> 8 [binary,7.1,6.1] $F.

Finalmente muestra la prueba obtenida

1
2
3
4 [1 -qlp.

5 [binary,3.1,2.1,factor_simp] q.

6 [binary,3.2,1.2,factor_simp] -p.

7 [binary,4.1,5.1] p.

8 [binary,7.1,6.1] $F.

———————————— end of proof --——————————-

En el procedimiento de buisqueda se consideran dos conjuntos de cldusulas:
usable y soporte. FEn la eleccién de clausula se considera el peso, que es
el nimero de simbolos proposicionales en la cldusula. Ademds se eliminan
cldusulas subsumidas (la cldusula C' subsume a la cldusula D si D C C) y
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tautoldgicas (una cldusula es una tautologia si contiene un literal y su comple-

mentario).

La busqueda se ha realizado siguiendo el siguiente procedimiento

Mientras el soporte es no vacio y no se ha encontrado una

refutacidén

1. Seleccionar como clausula actual la clausula menos
pesada del soporte;

2. Mover la clausula actual del soporte a usable;

3. Calcular las resolventes de la clausula actual con
las clausulas usables.

4. Procesar cada una de las resolventes calculadas
anteriormente.

5. Afiadir al soporte cada una de las clausulas

procesadas que supere el procesamiento.

El procesamiento de cada una de resolventes consta de los

siguientes pasos (los indicados con * son opcionales):

* 1.
* 2.

Escribir la resolvente.

Aplicar a la resolvente eliminacién unitaria (i.e.
elimina los literales de la resolvente tales que hay
una clausula unitaria complementaria en usable o
en soporte).

Descartar la resolvente y salir si la resolvente
es una tautologia.

Descartar la resolvente y salir si la resolvente
es subsumida por alguna clausula de usable o del
soporte (subsuncién hacia adelante).

Afiadir la resolvente al soporte.

Escribir la resolvente retenida.

Si la resolvente tiene O literales, se ha
encontrado una refutaciénm.

Si la resolvente tiene 1 literal, entonces buscar
su complementaria (refutacién) en usable y soporte.
Escribir la demostracién si se ha encontrado una
refutacién.
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* 10. Descartar cada clausula de usable o del soporte
subsumida por la resolvente (subsuncién hacia atras).

El paso 10 no se da hasta que los pasos 1-9 se han aplicado
a todas las resolventes.

4.3.6 Resolucién de OTTER en Prolog

El procedimiento de resolucion de OTTER puede implementarse en Prolog.
La relacién escribe_refutacion(+U,+S) se verifica si se existe una refutacién
con usables U y soporte S, en cuyo caso escribe una refutacién. Por ejemplo,

?- escribe_refutacion([], [[p,ql,[-p,ql,[-q,p],[-p,-ql1).

Usable:
Soporte:

1 1 [p, 4l
2 [1 [-p, 4l
3 [1 [-q, p]
4 [1 [-p, —qdl

clausula actual #1: 1 [1 [p, ql
clausula actual #2: 2 [1 [-p, q]

0 [2, 1] [q]
** RETENIDA: 5 [2, 1] [q]
5 subsume a 2
5 subsume a 1

clausula actual #3: 5 [2, 1] [q]
clausula actual #4: 3 []1 [-q, p]

0 [3, 5] [p]
** RETENIDA: 6 [3, 5] [p]
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6 subsume a 3
clausula actual #5: 6 [3, 5] [p]
clausula actual #6: 4 [] [-p, -q]

0 [4, 6] [-q]
** RETENIDA: 7 [4, 6] [-q]

----> CONFLICTO UNITARIO 8 [7,5] []

———————————————— DEMOSTRACION —----—-—-=—-—--
1 0 [p, gl

2 0 [-p, d]

3 1 [-q, pl

4 0 [-p, -4l

5 [2, 1] [d]

6 [3, 5] [p]

7 [4, 6] [-q]

8 [7, 51 [I

——————————— fin de la demostracién -----------

Yes
Su definicién es

escribe_refutacion(Usable,Soporte) :-
refutacion(Usable, Soporte,Ref),
escribe_prueba(Ref) .

donde refutacion(+Usable,+Soporte,-Ref) se verifica si Ref es una refuta-
cién por resolucion del conjunto de clausulas de Usable y Soporte y escribe_prueba(+Ref)
escribe la prueba Ref. La definicién de refutacion es

refutacion(Usable,Soporte,Ref) :-
inicia, % 1
format (’ “"N"nUsable:"n’,[]), % 2
anotado (Usable,Usablel),
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format (’ “N“nSoporte: n’,[]1), h 3
anotado (Soporte,Soportel),

ordenada_por_peso(Soportel,Soporte2), YA
refutacion_anotada(Usablel,Soporte2,[],Ref). % 5

inicia el contador de cldusulas (1), anota las cldusulas de usable (2) y soporte
(3), ordena las cldusulas del soporte por peso (4) y busca una refutacién con
las cldusulas anotadas (5). Una cldusula anotada es una expresién de la forma
N*H*C donde N es el nimero de la cldusula, H es su historia (lista de padres) y
C es la clausula.

La definicién de refutacion_anotada es

refutacion_anotada(Usable,Soporte,Subsumidas,Ref) e
Soporte = [_*x_x[1]_],
findall(C, (member(C,Usable) ;
member (C,Soporte) ;
member (C,Subsumidas)),
S),
prueba(S,Ref), !.
refutacion_anotada(Usable, [C|Soporte] ,Subsumidas,Ref) :-
escribe_actual(C),
resolventes(C, [C|Usable],S1),
procesa(Usable,Soporte,S1,S2),
( memberchk(_*_x*[],S82) ->
append (S2,Soporte,Soportel),
refutacion_anotada([C|Usable],Soportel,Subsumidas,Ref)
; % \+ memberchk(_x_x[],82) ->
elimina_subsumidas(S2, [C|Usable] ,Subsumidas,Usablel,
Subsumidasl),
elimina_subsumidas(S2,Soporte,Subsumidasl,Soportel,
Subsumidas?2),
append (Soportel,S2,Soporte2),
ordenada_por_peso(Soporte2,Soporte3),
refutacion_anotada(Usablel,Soporte3,Subsumidas2,Ref)) .

y la de procesa(+Usable,+Soportel,+Resolventes,-Retenidas) es

procesa(_,_,[1,[1).
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procesa(Usable,Soporte, [C|S1],52) :-
escribe_resolvente(C),
( (subsumida(C,Usable) ;
subsumida(C,Soporte) ;
es_clausula_tautologica(C)) ->
procesa(Usable,Soporte,S1,S2)
; % C es retenida —>
numera(C,C1),
( conflicto_unitario(C1,Usable,Soporte,C2) ->
S2 = [C2,C1]
; % Cl no es unitaria con complementaria
% en Usable o Soporte ->
elimacion_unitaria(Usable,Soporte,C1,C2),
escribe_retenida(C2),
( C2 = N*xHx[] ->
format(’"N"n —----- > CLAUSULA VACIA: “w “w [1’,I[N,H]),
S2 = [C2]
; % C2 no es la clausula vacia ->
procesa(Usable, [C2|Soporte] ,S1,S3),
S2 = [C21831))).

Los restantes detalles del programa se deja como ejercicio y puede consul-
tarse en la pagina del libro en la Red http://www.cs.us.es/~jalonso/.
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