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LI 2003-04 Ccla Sintaxis y semantica de la l6gica proposicional 1.1

Logica

e Objetivos de la logica:
¢ La formalizaciéon del lenguaje natural
e Los métodos de razonamiento
e Sistemas logicos:
e Légica proposicional
e Légica de primer orden

e Logicas modales

e Aplicaciones de la légica en computacion:
e Programacion légica
e Verificacién y sintesis automatica de programas
¢ Representacion del conocimiento y razonamiento

¢ Modelizacién y razonamiento sobre sistemas

LI 2003-04 Ccla Sintaxis y semantica de la 16gica proposicional 1.2
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Argumentos y formalizacién

e Ejemplos de argumentos:

e Ejemplo 1: Si el tren llega a las 7 y no hay taxis en la estacién, entonces Juan
llegara tarde a la reunién. Juan no ha llegado tarde a la reunién. El tren llegé a
las 7. Por tanto, habian taxis en la estacién.

e Ejemplo 2: Si hay corriente y la lampara no esta fundida, entonces esta encendida.
La lampara no esta encendida. Hay corriente. Por tanto, la lampara esta fundida.

e Formalizacion:

e Simbolizacion:

Simbolo ‘ Ejemplo 1 Ejemplo 2
p “el tren llega a las 77 “hay corriente”
q “hay taxis en la estacion” “la lampara esta fundida”
T “Juan llega tarde a la reunion” | “la laAmpara esta encendida”

¢ Si p y no q, entonces r. No r. p. Por tanto, q.

op/\—|q—>r,—|7“,p|=q.

LI 2003-04 Ccla Sintaxis y semantica de la l6gica proposicional 1.3

Sintaxis proposicional: Formulas proposicionales

e Alfabeto proposicional:

e variables proposicionales: pg, p1s...;P,q, T
e conectivas logicas:
* monaria: — (negacién),
* binarias: A (conjuncién), V (disyuncién), — (condicional), < (bicondicional).
e simbolos auxiliares: “(“y “)”.
e Formulas proposicionales:

e Definicion:

* Las variables proposicionales son férmulas.

* Si F' y G son férmulas, entonces —F, (FAG), (FVG), (F — G), (F — G) son
férmulas.

¢ Ejemplos:
* Férmulas: p, (pV—q), —(pVp), ((p—q)V(ag—p))
* No férmulas: (p), pV g, (pV Aq)

LI 2003-04 Ccla Sintaxis y semantica de la 16gica proposicional 1.4
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Sintaxis proposicional: Férmulas proposicionales (BNF)

e Notaciones:

e p,q,T,... representaran variables proposicionales.
o F,G,H,... representaran férmulas.

e VP representa el conjunto de los variables proposicionales.
¢ PROP representa el conjunto de las férmulas.

e x representa una conectiva binaria.

e Forma de Backus Naur (BNF) de las férmula proposicionales:

e Fu=p|-G|(FAG)[(FVG)|(F—=G)|(F<G)

LI 2003-04 Ccla Sintaxis y semantica de la l6gica proposicional 1.5

Sintaxis proposicional: Arboles de analisis

e Arboles de anilisis (o de formacién).

(p — (—q VD))

p (—q Vp)
-q p
q
LI 2003-04 Ccla
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Sintaxis proposicional: Omision de paréntesis

e Criterios de reduccién de paréntesis:
e Pueden eliminarse los paréntesis externos.
F A G es una abreviatura de (F A Q)
e Precedencia de asociaciéon de conectivas: —, A, V, —, <.
F NG — —F V G es una abreviatura de ((F A G) — (-F V GQ))

e Cuando una conectiva se usa repetidamente, se asocia por la derecha.

FVGVH es una abreviatura de (FV (GV H))
FAGANH — ~FV G es una abreviaturade ((FA(GAH)) — (-FVGQ))

LI 2003-04 Ccla Sintaxis y semantica de la l6gica proposicional 1.7

Sintaxis proposicional: Subférmulas

e Subférmulas:

e Def: El conjunto Subf(F') de las subférmulas de una férmula F' se define recursiva-
mente por:
{F}, si F es una variable;
Subf(F) = {F} U Subf(G), si F = -Gy
{F} U Subf(G) USubf(H), si F =G+ H

e Ejemplos:
* Subf(p) = {p}
* Subf(q) = {q}
* Subf(—q) = {—q, q}
* Subf(—q Vv p) = {—q V p,—q,q,p}
* Subf(p — ~gVp)={p— —qVp,p,—qVp —q,q}

LI 2003-04 Ccla Sintaxis y semantica de la 16gica proposicional 1.8
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Semantica proposicional: valores y funciones de verdad

e Valores de verdad (B):

e 1: verdadero

e 0: falso

e Funciones de verdad:

. N _ |1, siz=0;
e H :{0,1} — {0,1} t.q. Hﬁ(z)—{o’ Gii—1.

o 1, sit=35=1;
H,:{0,1}* — {0,1} t.q. H =< ’
L = YN {, } _’{7 } q /\(Z’J) {0, en otro caso.

. 0, sii=j=0;
e« H,:{0,1}* — {0,1} t.q. Hy(4,j) = { 1, en otr(J) caS(;
, .

.. 0, sit=1,j5 = 0;
H_ :{0,1)? 1} t.q. H_, =< ’ ’
. {0,1}* — {0,1} t.q (4, 9) 1, en otro caso.

L 1, sii=j;
H_ :{0,1}2 0,1} t.q. H., =37 ’
. {0,1}* — {0,1} t.q %) {0, en otro caso.

LI 2003-04 Ccla Sintaxis y semantica de la l6gica proposicional 1.9

Semantica proposicional: valoracién de formulas

e Funciones de verdad mediante tablas de verdad:

il —e iljJlinjliviji—jie]
10 111 1 1 1 1
01 10 0 1 0 0
0/1/ O 1 1 0
00 O 0 1 1

e Valoracién de verdad:
e Def.: Una valoraciéon de verdad es una aplicacién v : VP — B.

e Prop: Para cada valoracion de verdad v existe una tnica aplicacion ¢ : PRoP — B
tal que:
v(F), si F' es una variable;
o(F) = { H.(3(Q)), si F=-G;
H,(v(G),o(H)), si F=Gx* H
Se dice que ©(F) es el valor de verdad de F respecto de v.

LI 2003-04 Ccla Sintaxis y semantica de la l6gica proposicional 1.10
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Semantica proposicional: valoracién de féormulas

e Ejemplo: Sea F = (pV q) A(—gVr)

e valor de F' en una valoracién v; tal que v(p) = vi(r) = 1,v1(q) =0
(pVag A (g V)
(1 vo)A((—0VI1
1 A1 V1
1 AN 1
1

e valor de F en una valoracién vy tal que vy(r) = 1, v3(p) = v2(q) =0
PVa A(qVr)
(0 V0O)A(0VI1
0 A@ V1)
0 AN 1
0

e Prop.: Sea F una fé6rmula y v,v’ dos valoraciones. Si v(p) = v'(p) para todos las
variables proposicionales de F', entonces ¢(F) = v/(F).

e Notacién: Se escribe v(F') en lugar de o(F).

LI 2003-04 Ccla Sintaxis y semantica de la l6gica proposicional 1.11

Semantica proposicional: modelos y satisfacibilidad

e Modelo de una férmula
e Def.: v es modelo de F si v(F) = 1.
e Notacién: v = F.
e Ejemplo (continuacién del anterior):
- si v1(p) = vi(r) = 1,v1(q) = 0, entonces v1 = (pV q) A (g V r)
- si va(r) = 1, v2(p) = va(q) = 0, entonces vy = (pV q) A (g V r)
e Foérmulas satisfacibles e insatisfacibles

e Def.: F' es satisfacible si F' tiene algiin modelo.

e Ejemplo: (p — q) A (¢ — r) es satisfacible

v(p) = v(q) =v(r) =0
e Def.: F' es insatisfacible si F' no tiene ningiin modelo.
e Ejemplo: p A —p es insatisfacible

p|-p|pA-p
1/ 0 0

o1 0

LI 2003-04 Ccla Sintaxis y semantica de la l6gica proposicional 1.12
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Semantica proposicional: tautologias y contradicciones

e Tautologias y contradicciones:

e Def.: F' es una tautologia si toda valoracién es modelo de F'.

Se representa por = F.

e Def.: F' es una contradiccion si ninguna valoracién es modelo de F'.

e Def.: F' es contingente si no es tautologia ni contradiccion.

e Ejemplos:

1. (p — q) V (¢ — p) es una tautologia.

2. (p — q) A —=(p — q) es una contradiccidn.

3. p — q es contingente.

plalp—ala—plp—>aVi@g—p)|-p—a (= a)A-(p—q)

1|1 1 1
10 0 1
01 1 0
00 1 1

1 0
1 1
1 0
1 0

o o oo

LI 2003-04

Ccla

Sintaxis y semantica de la l6gica proposicional

1.13

Semantica proposicional: Clasificaciones de férmulas

e (Clasificaciones de férmulas:

Todas las formulas

Tautologias

Contigentes

Contradicciones

Verdadera en todas

Verdadera en algunas

Falsa en todas las

las valoraciones valoraciones y falsa en | valoraciones
otras
(ej. pV —p) (ej. p— q) (ej. p A —p)
Safisfacibles Insatisfacibles

Todas las formulas

LI 2003-04

Ccla
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Semantica proposicional: Satisfacibilidad y tautologicidad

e Los problemas SAT y TAUT

e Problema SAT: Dada F' determinar si es satisfacible.

¢ Problema TAUT: Dada F' determinar si es una tautologia.

e Relaciones entre satisfacibilidad y tautologicidad:

e F' es tautologia <= ~F es insatisfacible.

e F' es tautologia

—> F es satisfacible.

o F es satisfacible == —F es insatisfacible.

p — q es satisfacible.
v(p) =v(g) =1

—(p — q) es satisfacible.
v(p) =1,v(q) =0

LI 200304 Ccla

Sintaxis y semantica de la l6gica proposicional

1.15

Semantica proposicional:

Algoritmos para SAT y TAUT

e Algoritmos de decision para SAT y TAUT:
e Tablas de verdad para = (p — q) V (¢ — p)

plallp—a)|(@—p)|(P—q) V(¢g— p)

11 1 1
10 0 1
01 1 0
00 1 1

1
1
1
1

e Método de Quine para = (p — q) V (¢ — p)

(p — q) V (g — p)

0 0

e Método de Quine para = (p — q) V (¢ — p)

(p — q) Vv (@ — p)
0010100
1%

plallp = q V(g — p)
111 1 111 1 1
101 0 010 1 1
ol1lo 1 111 o0 o
000 1 010 1 0

LI 2003-04 Ccla

Sintaxis y semantica de la légica proposicional
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Semantica proposicional: Algoritmos para SAT y TAUT

e Algoritmos de decision para SAT y TAUT:

e Tablas de verdad para [~ (p < q) V (q < p)
plalp—a|l@a—p|p—q Vigep)

1|1 1 1 1
1|0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 1 1

(p < q) V (g < p)
0010100

1 0 000 O0 1

0
0
e Método de Quine para [~ (p < q) V (g < p)

LI 2003-04

Ccla

Sintaxis y semantica de la l6gica proposicional

1.17

Semantica proposicional: seleccién de tautologias

e Seleccion de tautologias

e 1. F — F (ley de identidad).

e 2. FV —F (ley del tercio excluso).

¢ 3. =(F N —F) (principio de no contradiccién).
e 4. (-F — F) — F (ley de Clavius).

e5 —F — (F — G) (ley de Duns Scoto).

e6. (F— G) — F) — F (ley de Peirce).

e7. (F - G)ANF — G (modus ponens).

¢ 8. (F — G) A -G — —F (modus tollens).

LI 2003-04

Ccla

Sintaxis y semantica de la légica proposicional
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Semantica proposicional: Modelo de conjuntos de férmulas

e Notacion:

e S,S51,85,... representaran conjuntos de férmulas.

e Modelo de un conjunto de férmulas:
e Def.: v es modelo de S si para toda F' € S se tiene que v = F.
e Representacién: v = S.

e Ejemplo: Sea S ={(pVvg)A(—qVr),q—r}
La valoracién v; tal que v1(p) = 1,v1(q) = 0,v1(r) = 1 es modelo de S (v; = S).
{pvae A(=qgvVvr)y, g—r}
1 1011011 011
La valoracién v, tal que vy(p) = 0,v2(q) = 1,v2(r) = 0 no es modelo de S (v, [~ S)
{pvae A(=qgvVvr)y, g—r}
0 1000100 10O

LI 2003-04 Ccla Sintaxis y semantica de la l6gica proposicional 1.19

Semantica proposicional: Consistencia

e Conjunto consistente de formulas:
e Def.: S es consistente si S tiene algiin modelo.
e Def.: S es inconsistente si S no tiene ningtin modelo.

e Ejemplos:
-{(pVvg)A(—gVrT),p— r} es consistente (con modelos vy, vg, Vs)
-{(pVvg A(—qVrT),p— r,—r} es inconsistente

plalr (pVa)|(-gVr)(pVag A(-gVr) p—r|or
v1|0/0/0] O 1 0 1 |1
v, 001 0 1 0 1 |o
vs 0|10 1 0 0 1 |1
ve0|1]1] 1 1 1 1 |0
vs 1/0/0] 1 1 1 0 |1
ve|1/0]1| 1 1 1 1 |0
vy 1|10 1 0 0 0 |1
vs|1]1/1] 1 1 1 1 |0

LI 2003-04 Ccla Sintaxis y semantica de la l6gica proposicional 1.20
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Semantica proposicional: Consecuencia léogica

e Consecuencia légica:

e Def.: F' es consecuencia de S si todos los modelos de S son modelos de F'.
¢ Representaciéon: S = F.

e Ejemplo: {p > q,q—r}=Ep—r

plairlp—aqlgq—oTripor
vi|0/0/0] 1 1 1
v;10/0/1] 1 1 1
v3|0/1/0 1 0 1
vy 011 1 1 1
vs/1/0/0] 0 1 0
vs|1/0(1] 0 1 1
vr|1]1]0] 1 0 0
vg|1]1]1] 1 1 1

* Ejemplo: {p} =pAq
LI 2003-04 Ccla Sintaxis y seméntica de la légica proposicional ~ 1.21

Semantica: propiedades de la consecuencia

e Propiedades basicas de la relacion de consecuencia:
e Reflexividad: S = S.

e Monotonia: Si S; = F y S; C S,, entonces S, = F.
e Transitividad: Si S = F y {F} = G, entonces S = G.

e Relacién entre consecuencia, validez, satisfacibilidad y consistencia:

e Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. {F,...,.F,} EG
2.EFRN...\NF, -G

3. =(Fi A...AF, — G) es insatisfacible

4. {Fy,...,

F,,, ~G} es inconsistente

LI 2003-04

Ccla

Sintaxis y semantica de la légica proposicional
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Semantica proposicional: argumentaciones

e Ejemplo de argumentacion:
e Problema de los animales: Se sabe que
1. Los animales con pelo que dan leche son mamiferos.
2. Los mamiferos que tienen pezunas o que rumian son ungulados.
3. Los ungulados de cuello largo son jirafas.
4. Los ungulados con rayas negras son cebras.

Se observa un animal que tiene pelos, pezunas y rayas negras. Por consiguiente, se
concluye que el animal es una cebra.

e Formalizacién:
{ tiene pelos V da leche — es mamifero,

es_ mamifero A (tiene pezunas V rumia) — es ungulado,
es_ungulado A tiene cuello largo — es_jirafa,
es_ungulado A tiene rayas negras — es_cebra,

tiene pelos A tiene pezunas A tiene rayas negras}
= es_cebra

LI 2003-04 Ccla Sintaxis y semantica de la l6gica proposicional 1.23

Problemas logicos

e El problema de los veraces y los mentirosos:

e Enunciado: En una isla hay dos tribus, la de los veraces (que siempre dicen la
verdad) y la de los mentirosos (que siempre mienten). Un viajero se encuentra con
tres islenos A, B y C y cada uno le dice una frase

1. A dice “B y C son veraces syss C es veraz”
2. B dice “Si A y C son veraces, entonces B y C son veraces y A es mentiroso”
3. C dice “B es mentiroso syss A o B es veraz”
Determinar a qué tribu pertenecen A, B y C.
e Simbolizacién: a: “A es veraz”, b: “B es veraz”, c: “C es veraz”

e Formalizacién:
Fr=a< (bANc+—c), b=b— (aNc—bAcA-a)y Fs=c+ (mb+ aVb)

e Modelos de {Fi, F5, F3}:
Si v es modelo de {Fi, F3, F3}, entonces v(a) = 1,v(b) = 1,v(c) =0

e Conclusion: A y B son veraces y C es mentiroso.

LI 2003-04 Ccla Sintaxis y semantica de la l6gica proposicional 1.24
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LI 2003-04

CCIA Equivalencias y formas normales 2.1

Equivalencia légica

e Formulas equivalentes

¢ Def.: F' y G son equivalentes si v(F) = v(G) para toda valoracién v.

¢ Representaciéon: FF = G

¢ Ejemplos de equivalencias notables:

1.
. Conmutatividad: FVG=GVF ; FAG=GAF

. Asociatividad: FV(GVH)=(FVG)VH ; FN(GNH)=(FANG)ANH
. Absorcién: FA(FVG)=F ; FV(FAG)=F

. Distributividad: FA(GVH)=(FAG)V (FAH);

U W N

© 0w N O

Idempotencia: FVF=F ; FAF=F

FV(GAH)=(FVG)A(FV H)

. Doble negacién: ——F = F

. Leyes de De Morgan: -(FAG)=-FV -G ; -(FVG)=-FA-G

. Leyes de tautologias: Si F' es una tautologia, FAG=G ; FVG=F

. Leyes de contradicciones: Si F' es una contradiccion FAG=F ; FVG=G

LI 2003-04

Ccla Equivalencias y formas normales 2.2
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Equivalencia légica: propiedades

e Relacién entre equivalencia y bicondicional:

e F=Gsyss =F — G

e Propiedades basicas de la equivalencia logica:
e Reflexiva: F = F
e Simétrica: Si F = G, entonces G = F

e Transitiva: Si F =G y G = H, entonces FF = H

e Principio de sustitucién de féormulas equivalentes:

e Prop.: Si en la féormula F se sustituye una de sus subférmulas G por una férmula

G’ légicamente equivalente a G, entonces la férmula obtenida, F’, es légicamente
equivalente a F'.

e Ejemplo: F = —(pAgq) — —(p A ——r)
G =-(pnq)
G = —-pV q
F' = (-pV ~q) — —(pA—-r)

LI 2003-04 Ccla Equivalencias y formas normales 2.3

Formas normales: Forma normal conjuntiva

e Atomos y literales:
e Def.: Un atomo es un variable proposicional (p.e. p,q,...).
e Def.: Un literal es un atomo o su negacién (p.e. p,—p,q,q,...).
e Notacién: L, Ly, L, ... representaran literales.

e Forma normal conjuntiva:

e Def.: Una férmula estd en forma normal conjuntiva (FNC) si es una conjuncién de
disyunciones de literales; es decir, es de la forma

(LigV.ee.VLig)A oo A(Lpa Voo oV Lip g, ).

e Ejemplos: (—pV q) A (—gV p) estd en FNC
(mp V q) A (g — p) no esta en FNC

e Def.: Una fé6rmula G es una forma normal conjuntiva (FNC) de la férmula F si G
estd en forma normal conjuntiva y es equivalente a F.

e Ejemplo: Una FNC de ~(pA (g — 7)) es (-pV q) A (—pV 7).

LI 2003-04 Ccla Equivalencias y formas normales 2.4
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Formas normales: Calculo de forma normal conjuntiva

e Algoritmo de calculo de forma normal conjuntiva:

e Algoritmo: Aplicando a una férmula F' los siguientes pasos se obtiene una forma
normal conjuntiva de F':

1. Eliminar los bicondicionales usando la equivalencia

A—B=(A—-B)AN(B— A) (1)
2. Eliminar los condicionales usando la equivalencia
3. Interiorizar las negaciones usando las equivalencias
—|(A/\B) =-AV-B (3)
—|(A\/B) =-AAN-B (4)
—A=A (5)
4. Interiorizar las disyunciones usando las equivalencias
AV (BAC)=(AVB)A(AVC) (6)
(ANB)VC=(AVC)AN(BVC) (7)
LI 2003-04 Ccla Equivalencias y formas normales 2.5

Formas normales: Calculo de forma normal conjuntiva

e Ejemplo de cédlculo de una FNC de —(p A (¢ — 7)):

—~(pA(g—T))

—(pA(—qVrT)) [ ]
—pV (=g Vr) [ ]
—pV (mmq A1) [por (4)]
-pV (g -r) [ ]
(mpV @) A(mpV-r) | ]

e Ejemplo de célculo de una FNC de (p — q) V (¢ — p):

(p—q) V(g — p)
(-mpVq) V (nqVp) [por (2)]
-pVqV-qgVp

LI 2003-04 Ccla Equivalencias y formas normales 2.6
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Formas normales: Calculo de forma normal conjuntiva

e Ejemplo de célculo de una FNC de (p < q) — r:

(Ve vr)A((mgVa)Vr)A{((pV-p)Vr)A((—gV —-p)Vr)) [por (7)]
(pVvVgVvVr)A(—gVgVTr)AN(pV—-pVr)A(-qV -pVr)
(pVagVr)A(-qV -pVr)

(pe=q)—r
= pP—q9AN(@—p —r [por (1)]
= ~((-pVag)A(-gVp)Vr [por (2)]
= (=(-pVq)V(gVp)Vr [por (3)]
= ((m—mpA—q)V (-mgA-p))Vr [por (4)]
= (PA—=q@)V(gA-p) VT [por (5)]
= (A=) Vg A((pA—g)V-p)Vr [por (6)]
= (v A(mgVa)A({(pV-p)A(=gV-p)))Vr [por (7)]
= (v A(—gVva)Vr)A(((pV—p)A(—gV —p))Vr) [por (7)]

LI 2003-04 Ccla Equivalencias y formas normales 2.7

Formas normales: Forma normal disyuntiva

e Forma normal disyuntiva:

e Def.: Una férmula estd en forma normal disyuntiva (FND) si es una disyuncién de
conjunciones de literales; es decir, es de la forma
(L1igANeee ALip,) VooV (Lini Ave e A Ly,

e Ejemplos: (—p A q) V (—g A p) estd en FNC
(mp A q)V (g — p) no estd en FNC

e Def.: Una férmula G es una forma normal disyuntiva (FND) de la férmula F si G
esta en forma normal disyuntiva y es equivalente a F'.

e Ejemplo: Una FND de =(p A (¢ — 7)) es =p V (g A 7).

LI 2003-04 Ccla Equivalencias y formas normales 2.8
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Formas normales: Calculo de forma normal disyuntiva

e Algoritmo de calculo de forma normal disyuntiva:

e Algoritmo: Aplicando a una férmula F' los siguientes pasos se obtiene una forma
normal disyuntiva de F':

1. Eliminar los bicondicionales usando la equivalencia

A—B=(A—-B)AN(B— A) (1)
2. Eliminar los condicionales usando la equivalencia
3. Interiorizar las negaciones usando las equivalencias
—|(A/\B) =-AV-B (3)
—|(A\/B) =-AAN-B (4)
—A=A (5)
4. Interiorizar las conjunciones usando las equivalencias
AN(BVC)=(AANB)V(ANC) (6)
(AVB)AC=(ANC)V (BACQC) (7)
LI 2003-04 Ccla Equivalencias y formas normales 2.9

Formas normales: Calculo de forma normal disyuntiva

e Ejemplo de célculo de una FND de —(p A (g — r)):

“(pA(q—r))

—(pA(—gVr)) [por (2)]
—pV (-gVr) [por (3)]
—pV (=g A —r) [por (4)]
-pV (qAN-r) [por (5)]

e Ejemplo de célculo de una FND de —=(—pV =g — = (p A q)):

—(=(mpV q) V (p A q)) [por (2)]
—=(=pV q) A==(pAQq) [por (4)]
(=7pV g) A (PAQq) [por (5)]

(=P A (PAQ)V(—~gA(pAq)) [por (7)]
(—pAPAQ)V(-gApAQq)

LI 2003-04 Ccla Equivalencias y formas normales  2.10
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Decisién de tautologicidad mediante FNC

e Literales complementarios:

¢ El complementario de un literal L es L¢ = { P ST L=p;
p siL=-p
e Propiedades de reduccion de tautologias
e Fy A ... A F, es una tautologia syss Fi,...,F, lo son.

eL;V...V L, es una tautologia syss {L;,...,L,} contiene algin par de literales
complementarios (i.e. existen i, j tales que L; = L;)
e Decisién de tautologias mediante FNC

e Entrada: Una férmula F'.

e Procedimiento:
1. Calcular una FNC de F.

2. Decidir si cada una de las conjunciones de la FNC tiene algiin par de literales
complementarios.

LI 2003-04 CCIA Equivalencias y formas normales 2.11

Decisién de tautologicidad mediante FNC

e Ejemplos de decision de tautologias mediante FNC
e =(p A (g — r)) no es tautologia
FNC(=(pA(g— 1)) =(pVa A(mpVr)
Contramodelos de —=(p A (¢ — 7)):
v; tal que v1(p) =1y vi(q) =0
vg tal que vo(p) =1y va(r) =1
e (p — q) V (q — p) es tautologia:
FNC((p —q)V(g—p)) =-pVqgVqVp
e (p < q) — r no es tautologia:
FNC((p < q) »>r)=(VqVr)A(-qV-pVr)
Contramodelos de (p <« q) — r:
v; tal que vi(p) = 0,v1(q) =0y vi(r) =0
vy tal que v2(p) = 1,v2(q) =1y v2(r) =0

LI 2003-04 Ccla Equivalencias y formas normales  2.12
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Decision de satisfacibilidad mediante FND

e Propiedades de reduccion de satisfacibilidad

e Fy V...V F, es satisfacible syss alguna de las féormulas Fy,..., F}, lo es.

e Ly A...A L, es satisfacible syss {L;,...,L,} no contiene ningin par de literales
complementarios.
e Decision de satisfacibilidad mediante FIND
e Entrada: Una férmula F'.

e Procedimiento:

1. Calcular una FND de F'.

2. Decidir si alguna de las disyunciones de la FND no tiene un par de literales
complementarios.

LI 2003-04 CCIA Equivalencias y formas normales 2.13

Decision de satisfacibilidad mediante FIND

e Ejemplos de decision de satisfacibilidad mediante FIND
e —(p A (g — 7)) es satisfacible:
FND(=(pA (g — 1)) =PV (gA-T)
Modelos de —~(p A (g — 7)):
v tal que vi(p) =0
vg tal que v2(q) =1y va(r) =0
e ~(—pV g — —(p A q)) es insatisfacible:
FND(=(=pV g — =(pAq))) = (-PAPAQ)V(~gApAQq)

LI 2003-04 Ccla Equivalencias y formas normales  2.14
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LI 2003-04 CCIA Tableros semanticos 3.1

Demostracion por tableros semanticos

e Demostracion de féormula tautolégica:

e Demostracion:
—pV =g — —(p A q) es una tautologia
syss {—(—pV =g — —(p A q))} es inconsistente
syss {=p V —=q,—~—(p A q)} es inconsistente
syss {—p V —q,p A q} es inconsistente
syss {p,q, p V —q} es inconsistente
syss {p, q, p} es inconsistente y
{p, g, q} es inconsistente

LI 2003-04 CCIA Tableros semanticos 3.2
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Demostracion por tableros semanticos

e Tablero semantico cerrado:

{=(-pV —-q— -(pNq))}

{-pV-q,~(pAq)}

|

{-pV —q,pAq}

|

{-pV —q,p,q}

N

{—-p,p,q} {—a,p,q}

Cerrado Cerrado

LI 2003-04 CCIA Tableros semanticos 3.3

Refutacion por tableros semanticos

e Refutacion de féormula no tautologica:

e Refutacion:
—-pV =g — —(p A r) es una tautologia
syss {—(—pV —qg — —(p A 1))} es inconsistente
syss {=pV —=q,—~—(p A )} es inconsistente
syss {—p V —gq,p A r} es inconsistente
syss {p, 7, 7p V —q} es inconsistente
syss {p, T, 7p} es inconsistente y
{p, r, ~q} es inconsistente

e Contramodelos de —p V —~q — —(p A 7):
Las valoraciones v tales que v(p) = 1,v(q) =0y v(r) = 1.
e Una forma normal disyuntiva de =(—p V =g — —(p A T)):

pVrV-q

LI 2003-04 CCIA Tableros semanticos 3.4
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Refutacion por tableros semanticos

e Tablero semantico:

{-(-pV—-q— —(pAT))}

|

{-pV —q,~~(pAT)}

|

{-pV —q,p AT}

|

{-pV —q,p,r}

7N

{_'p7p7 ’I“} {_'q’p""}

Cerrado Abierto

LI 200304 Ccla

Tableros semdanticos

3.5

Notacion uniforme: Literales y dobles negaciones

e Literales
e Un literal es un dtomo o la negacién de un dtomo (p.e. p, "p,q, g,...)
e Dobles negaciones

e F' es una doble negacion si es de la forma ——G.

¢ Ley de doble negacién: Si F es -G, entonces F = G.

LI 2003-04 Ccla
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Notacion uniforme: férmulas alfa y beta
e Formulas alfa
e Las férmulas alfa, junto con sus componentes, son
F |F F
Al N Ay A, A,
—|(A1 — Az) A]_ _|A2
(A1 V Ay) |0A —A,
A1<—>A2 A1—>A2 A2—)A1
e Si F' es una férmula alfa y sus componentes son F; y F5, entonces F = F; A Fs.
e Férmulas beta
e Las férmulas beta, junto con sus componentes, son
F | Fy F
B1 Vv 32 Bl B2
Bl — Bz _‘Bl B2
ﬁ(Bl N Bz) -B; - B
(B1 < B;) | 2(B1 — B;) | ~(B: — Bi)
e Si F' es una formula beta y sus componentes son F; y F,, entonces F' = F} V F5.
LI 2003-04 CCIA Tableros semanticos 3.7

Completacién de tableros

o Procedimiento de completacién de tableros:
Un tablero de un conjunto de férmulas S es un arbol construido mediante las reglas:

* El arbol cuyo tnico nodo tiene como etiqueta S es un tablero de S.

* Sea 7 un tablero de S y S la etiqueta de una hoja de 7.

1. Si S; cerrado (es decir, es un conjunto de literales que contiene una férmula y su negacién),
entonces el arbol obtenido anadiendo como hijo de S; el nodo etiquetado con cerrado es un

tablero de S.

2. Si S; es abierto (es decir, es un conjunto de literales que no contiene una férmula y su
negacion), entonces el arbol obtenido anadiendo como hijo de S; el nodo etiquetado con

abierto es un tablero de S.

3. Si S; contiene una doble negacién ——F, entonces el arbol obtenido anadiendo como hijo de

S1 el nodo etiquetado con (S; \ {—=—F}) U {F} es un tablero de S.

4. Si S; contiene una férmula alfa F' de componentes F; y F3, entonces el arbol obtenido
anadiendo como hijo de S; el nodo etiquetado con (S; \ {F'}) U {Fi, F>} es un tablero de S.

5. Si S; contiene una férmula beta F de componentes F; y F3, entonces el arbol obtenido
anadiendo como hijos de S los nodos etiquetados con (S; ~ {F}) U{Fi1}y (S1 ~ {F}) U {F:}

es un tablero de S.

LI 2003-04 CCIA Tableros semanticos
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Teorema por tableros

e Def.: Un tablero completo de S es un tablero de S al que no se le puede aplicar
ninguna de las reglas de expansion; es decir, todas sus hojas son abiertas o cerradas.

e Def.: Un tablero es cerrado si todas sus hojas estan etiquetadas con cerrado.

e Def.: Una férmula F es un teorema (mediante tableros semanticos) si tiene una
prueba mediante tableros; es decir, si {—F'} tiene un tablero completo cerrado.
Se representa por bFr4p F.

e Ejemplos:
Frap =PV =g — —(p A q)
Vray =PV =g — —(p A T)
e Teor.: El calculo de tableros semanticos es adecuado y completo; es decir,
Adecuado: Fpgp F — = F
Completo: = F — Frap F

e Tableros y formas normales disyuntivas: Si {L11,...,Lin}yees{Lm,1s+++s Lmnn}
son los nodos abiertos del tablero completo de F', entonces una forma normal disyun-
tivade Fes (LyigAN...ANLiyn)V...V(LniAeoeALpnp,).

LI 2003-04 CCIA Tableros semanticos 3.9

Deduccion por tableros

e Def.: La férmula F es deducible (mediante tableros seménticos) a partir del con-
junto de férmulas S si existe una prueba mediante tableros de F' a partir de S; es
decir, existe un tablero completo cerrado de S U {—F}.

Se representa por S 14, F

e Ejemplo: {p — q,q =7} Frasp — 7

{-p—r7r),p—4q,q—r}

|

{p,—7r,p — q,q — r}

{_‘p,p9 -r,qg — T} {Q7p7 -r,q — ’I’}
Cerrado {—q,q,p, 7} {r,q,p, -7}
Cerrado Cerrado

e Teor.: S Frg F syss S = F.

LI 2003-04 CCIA Tableros semanticos 3.10
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Deduccién por tableros

e Ejemplo: {p V q} Yrar PN q

{pVag,-(pNq)}

/\

{r,~(pNaq)} {g;~(pNaq)}
{p,—p} {p,—q} {q,—p} {a,—q}
cerrado abierto abierto cerrado

e Contramodelos de {p V q} V1a P N q
las valoraciones v; tales que v1(p) =1y v1(g) =0

las valoraciones v, tales que v2(p) =0y v2(q) =1

LI 200304 Ccla

Tableros semanticos  3.11
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LI 2003-04 CCIA Légica clausal. Resolucién 4.1

Logica clausal: sintaxis

e Sintaxis de la légica clausal

e Un atomo es una variable proposicional.
Variables sobre atomos: p,q,7,...,D1, D2, - .-

e Un literal es un dtomo (p) o la negacién de un atomo (—p).
Variables sobre literales: L, L, Ls,...

e Una clausula es un conjunto finito de literales.
Variables sobre clausulas: C, Cy, Cs, .. ..

e La clausula vacia es el conjunto vacio de literales.
La clausula vacia se representa por [.

e Conjuntos finitos de clausulas.
Variables sobre conjuntos finitos de clausulas: S, .S, Ss,....

LI 2003-04 CCIA Légica clausal. Resolucion 4.2
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Loégica clausal: semantica

e Semantica de la légica clausal
e Def.: Una valoracion de verdad es una aplicacién v : VP — B.
e Def.: El valor de un literal positivo p en una valoracién v es v(p).

e Def.: El valor de un literal negativo —p en una valoracién v es

[ 1, siv(p) =0;
v(op) = { 0, siv(p) =1.

e Def.: El valor de una clausula C' en una valoracién v es
1, si existe un L € C tal que v(L) = 1;
v(C) = .
0, en caso contrario.
e Def.: El valor de un conjunto de cldusulas S en una valoracién v es
w(8) = { 1, si paratoda C € S, v(C) =1

0, en caso contrario.

e Prop.: En cualquier valoracién v, v(O) = 0.

LI 2003-04 CCIA Légica clausal. Resolucién 4.3

Clausulas y férmulas

e Equivalencias entre clausulas y formulas

e Def.: Una cldusula C' y una férmula F son equivalentes si v(C) = v(F') para
cualquier valoracién v.

e Def.: Un conjunto de cldusulas S y una férmula F son equivalentes si v(S) = v(F)
para cualquier valoraciéon v.

e Def.: Un conjunto de cldusulas S y un conjunto de férmulas {Fi, ..., F,} son equiva-
lentes si, para cualquier valoracién v, v(S) = 1 syss v es un modelo de {F,..., F,}.

e De clausulas a féormulas
e Prop.: La cldusula {L,, Ly,...,L,} es equivalente a la férmula L1V Ly V ...V L.

e Prop.: El conjunto de clausulas {{L11,...,Lipn}y-s{Lm,1s+++»Lmmn,}} € equi-
valente a la féormula (L11V ...V Ly )A.co A(Lypa VooV Ly,

LI 2003-04 CCIA Légica clausal. Resolucion 4.4
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Clausulas y férmulas

e De férmulas a cldusulas (forma clausal)

e Def.: Una forma clausal de una férmula F es un conjunto de clausulas equivalente

aF.

eProp.: Si (L11V...VLiz)A...AN(Lpai V...V Lyy,.) es una forma nor-
mal conjuntiva de la férmula F. Entonces, una forma clausal de F es
{H{Li1s---sLipn}ye ey {Lmase ooy L} }-

e Ejemplos:

* Una forma clausal de —(p A (¢ — 7)) es {{—p, q}, {—p, 7}}.
* Una forma clausal de p — q es {{—p,q}}.

* La clausula {{—p,q},{r}} es una forma clausal de las férmulas (p — g) Ar y

——r A (—|q — —|p).

e Def.: Una forma clausal de un conjunto de férmulas S es un conjunto de clausulas
equivalente a S.

e Prop.: Si Sy,...,S5,, son formas clausales de Fi,...,F,, entonces S;U...U S, es
una forma clausal de {Fi,..., F,}.
LI 2003-04 CCIA Légica clausal. Resolucién 4.5

Modelos, consistencia y consecuencia

e Modelos, consistencia y consecuencia
e Def.: Una valoracién v es modelo de un conjunto de clausulas S si v(S) = 1.
e Ej.: La valoracién v tal que v(p) = v(g) = 1 es un modelo de {{-p, g}, {p, ~q}}.

e Def.: Un conjunto de cldusulas es consistente si tiene modelos e inconsistente, en
caso contrario.

¢ Ejemplos:
* {{—-p,q},{p, ~q}} es consistente.
*{{-p, q},{p, a},{p,q}, {—p, q}} es inconsistente.

e Si [ € S, entonces S es inconsistente.

e Def.: S = C si para todo modelo v de S, v(C) = 1.

LI 2003-04 CCIA Légica clausal. Resolucion 4.6
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Reduccién de consecuencia a inconsistencia de clausulas
e Reduccién de consecuencia a inconsistencia de clausulas:
e Prop: Sean Si,...,S, formas clausales de las formulas F},..., F,.
*{Fi,...,F,} es consistente syss S; U...U S, es consistente.
* Si S es una forma clausal de -G, entonces son equivalentes
1. {F,...,F,} = G.
2. {Fi,...,F,~G} es inconsistente.
3. 51U...US,, US es inconsistente.
e Ejemplo: {p — q,9q — r} =p — r syss
{{—p,a},{—q,7}, {p},{—r}} es inconsistente.
LI 2003-04 CCIA Légica clausal. Resolucién 4.7
Regla de resolucion
e Reglas de inferencia:
¢ Reglas habituales:
MOduS POHenS: p_) q’ p {ﬁp’q}’ {p}
q {a}
Modus Tollens: 2 % 79 {=p.a}, {=aq}
Encadenamiento: £ & 47T {=p,a},  {=g,7}
p—or {-p,r}
e Regla de resolucion proposicional:
{p1y.eesryeeesDmts {qiye-os Ty, qn}
{pl’---’pmaqlaa"'aqn}
LI 2003-04 CCIA Légica clausal. Resolucion 4.8
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Regla de resolucion

e Resolventes

e Def.: Sean C; una clausula, L un literal de C; y C: una clausula que contiene el
complementario de L. La resolvente de C; y C; respecto de L es

ReSL(Cla C2) = (Cl ~ {L}) U (C2 ~ {Lc})

e Ejemplos: Res,({p,q},{—q,r}) {p, 7}
Res,({q, ~p}, {p, ~q}) = {p, v}
Res,({q, 7p}, {p,~q}) = {q,q}
Res,({q,—p},{a,p}) ={q}
Res,({r}, {—p}) =0

o Resolventes de dos clausulas:

e Def.: Res(C4, C:) es el conjunto de las resolventes entre C; y Cs

e Ejemplos: Res({—p,q},{p,~q}) = {{p, p},{q,~q}}
Res({-p,qa},{p,q}) ={{da}}
Res({ﬁpo Q}, {q,r}) =0

* Nota: OJ & Res({p, ¢}, {—P, ~q})

LI 2003-04 CCIA Légica clausal. Resolucién 4.9

Demostraciones por resolucion

e Ejemplo de refutacion por resolucion:

* Refutacién de {{p, g}, {-p, a},{p, —q},{—p, —q}} :
{p, q} Hipétesis

2 {—-p,q} Hipbtesis

3 {p,—q} Hipdtesis

4 {—p,q} Hipdtesis

5 {q} Resolvente de 1 y 2

6

7

—

{—q} Resolvente de 3 y 4
O Resolvente de 5 y 6

LI 200304 Ccla Légica clausal. Resolucién  4.10
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Demostraciones por resolucion

o Definiciones

e Sea S un conjunto de clausulas.

e La sucesién (Ci,...,C,) es una demostraciéon por resoluciéon de la cldusula C a
partir de S si C = C, y para todo i € {1,...,n} se verifica una de las siguientes
condiciones:

*C; €8y

* existen j, k < ¢ tales que C; es una resolvente de C; y Cj,
e La clausula C' es demostrable por resolucion a partir de S si existe una demostracion
por resolucién de C' a partir de S.

e Una refutacion por resolucién de S es una demostracién por resolucién de la clausula
vacia a partir de S.

e Se dice que S es refutable por resolucién si existe una refutacién por resolucién a
partir de S.

LI 2003-04 C(‘,IA Légica clausal. Resolucién 4.11

Demostraciones por resolucion

e Demostraciones por resolucion

e Def.: Sean S5,,...,S, formas clausales de las férmulas Fi,..., F, y
S una forma clausal de = F
Una demostracién por resolucién de F' a partir de {F3,..., F,} es una refutacién
por resolucién de S; U...U S, U S.

e Def.: La férmula F es demostrable por resolucién a partir de {Fi,..., F,} si existe
una demostracién por resolucién de F a partir de {Fi,..., F,}.
Se representa por {Fi,...,F,} FRes F.

e Ejemplo: Demostracién por resolucién de p A g a partir de {p V ¢,p < q}
1 {p,q} Hipétesis

{—p,q} Hipdtesis

{p,q} Hipdtesis

{—p, q} Hipdtesis

{q} Resolvente de 1 y 2

{—q} Resolvente de 3 y 4

O Resolvente de 5 y 6

N I IG) G N UUR V)
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Adecuacion y completitud de la resolucion

e Propiedades:

e Si C es una resolvente de C; y Cs, entonces {C4,C>} = C.
e Si[J € S, entonces S es inconsistente.
e Si el conjunto de clausulas S es refutable, entonces S es inconsistente.

e Teor.: El calculo de resoluciéon es adecuado y completo; es decir,

Adecuado: S Fges ' =— SkEF
Completo: S | F = S tRge F

LI 2003-04 C(‘,IA Légica clausal. Resolucién 4.13

Argumentacion y resolucion

e Problema de los animales: Se sabe que

1. Los animales con pelo y los que dan leche son mamiferos.
2. Los mamiferos que tienen pezunas o que rumian son ungulados.
3. Los ungulados de cuello largo son jirafas.

4. Los ungulados con rayas negras son cebras.

Se observa un animal que tiene pelos, pezunas y rayas negras. Por consiguiente, se
concluye que el animal es una cebra.

e Formalizacion:

{ tiene pelos V da leche — es mamifero,
es mamifero A (tiene pezufias V rumia) — es ungulado,
es_ungulado A tiene_cuello_largo — es_jirafa,
es_ungulado A tiene_rayas_negras — es_cebra,
tiene pelos A tiene pezunas A tiene rayas negras } FRres €s_cebra

LI 2003-04 CCIA Légica clausal. Resolucion 4.14
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Argumentacion y resoluciéon

e Resolucion:

1 {— tiene pelos, es mamifero} Hipétesis

2 {- da leche, es mamifero} Hipétesis

3 {—es_mamifero, —tiene pezunas, es ungulado} Hipdtesis

4 {—es mamifero, —rumia, es ungulado} Hipétesis

5 {—es ungulado, —tiene cuello largo, es jirafa} Hipdtesis

6 {—es ungulado, —tiene rayas negras, es cebra} Hipdtesis

7 {tiene pelos} Hipdtesis

8 {tiene pezunas} Hipdtesis

9 {tiene rayas negras} Hipdtesis
10 {—es cebra} Hipétesis
11 {es mamifero} Resolvente de 1 y 7
12 {—tiene_pezunas, es_ungulado} Resolvente de 11 y 3
13 {es_ ungulado} Resolvente de 12 y 8
14 {—tiene rayas negras, es cebra} Resolvente de 13 y 6
15 {es cebra} Resolvente de 14 y 9
16 O Resolvente de 15 y 10

LI 2003-04 Ccla Légica clausal. Resolucién — 4.15
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Sistemas proposicionales

e Sistemas estudiados:
e Tablas de verdad.
e Método de Quine.
e Formas normales.
e Tableros semanticos.

¢ Resolucion.
e Otros sistemas proposicionales:
e Sistemas axiomaticos.

e Calculo de secuentes.

e Deduccién natural (DN).

LI 2003-04 Ccla Otros sistemas proposicionales 5.2
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DN: Reglas de la conjuncién

e Reglas de la conjuncién:

¢ Regla de introduccién de la conjuncién:

¢ Reglas de eliminaciéon de la conjuncién:

e Ejemplo: pAg, v HqgAr:

pAq , r | premises
q Ne2 1.1
gAr AL2,12

e Adecuacion de las reglas de la conjuncién:
*AN:{F,G}EFANG
*Ne1: FANGEF
*Nea: FAG EG

LI 200304 Ccla

Otros sistemas proposicionales 5.3

DN: Reglas de la doble negacion

o Reglas de la doble negacién

¢ Regla de eliminacién de la doble negacién: # ——e
¢ Regla de introduccién de la doble negacion: _F_ ——i
——F

e Ejemplo: p,——(gAT)F -pAT:

1:] p, 7—(qAr) | premises
2 -p -—i 1.1
3:| gqAr ——e 12
4 r Ne2 3
5:| —pAr Al 24

e Adecuacion de las reglas de la doble negacion:
¥ qme: {—~F} EF

LI 2003-04 Ccla
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DN: Regla de eliminacién del condicional

o Regla de eliminacién del condicional:

F F -G
G

¢ Regla de eliminacién del condicional: —e

e Ejemplo: -pAq,- pAgq—rV-pkrV-p:

—pAq , TpAgq—IrV-p premises
2:] rvop —e 1.1,12

e Ejemplo: p,p — q,p — (g > 1) 7r:

1:| p, p—g, p—(q—r) | premises
2:] q e 11,12
3:| g—r —e 1.1,13
4:1r —e 23

e Adecuacién de la regla de eliminacién del condicional: {F,F — G} = G

LI 2003-04 Ccla Otros sistemas proposicionales 5.5

DN: Regla derivada de modus tollens (MT)

e Regla derivada de modus tollens (MT)

e Regla derivada de modus tollens (MT): w MT
e Ejemplo: p — (¢ — r),p,r F 1q:

p—(gq—r) , p, —r | premises

q—r —e 12,11

—q MT 13,2

e Ejemplo: —p — q,—q | p:

-p—q , q | premises
—|—|p MT 1.2,1.1
p —-—e 2

e Ejemplo: p — —q,q F —p:

LI 2003-04 Ccla Otros sistemas proposicionales 5.6
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DN: Regla de introducciéon del condicional

e Regla de introduccion del condicional

¢ Regla de introduccion del condicional:

F
G .
F—G
e Ejemplo: p — q + —q — —p:
1:] p—q premise
2: —q assumption
3: -p MT 2,1
4 —q—>p —i 2-3

e Adecuacidon de la regla de introduccién del condicional:
Si F &= G, entonces = F — G.

LI 2003-04 Ccla Otros sistemas proposicionales 5.7
DN: Regla de introduccién del condicional
° Ejemplo: -q — TP [ p — —q:
1:] =g——p premise
2 p assumption
3: —p —=i 2
4| ——q MT 3,1
5 p——q —i 24
e Ejemplo (de teorema): - p — p:
1:]p assumption
2:p—p —i 1-1
Otros sistemas proposicionales 5.8

LI 2003-04 Ccla
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DN: Regla de introducciéon del condicional

e Ejemplo: - (¢ —» ) — ((mg — —p) — (p — 7)):

1:] g—r assumption

2 —g—-p assumption

3: p assumption

4 —p -—i 3

5: —17q MT 4,2

6 : q -—e b5

7: r —e 6,1

8: p—r —i 3-7

9:| (mg—-p)—(p—r) —i 2-8

10 : (q—=n)—((ra—=p)—(p—r))  —i 1-9

LI 2003-04 Ccla Otros sistemas proposicionales 5.9
DN: Regla de introduccién del condicional
e Ejemplo: pAg—r+kp— (q—7r):

1:| pAg—r premise
2 p assumption
3: q assumption
4 . pAq Al 2,3
5: r —e 4,1
6 : gq—r —i 3-5

7:| p—(g—r) —i 2—-6

LI 2003-04 Ccla Otros sistemas proposicionales  5.10
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DN: Regla de introducciéon del condicional

e Ejemplo: p — (g = r) - (pAqg) — 7

1:] p—(g—r) premise
2: pAq assumption
3: p Nel 2
4 - q—r —e 3,1
5: q Nne2 2
6 : r —e 54
7:| (pAg)—r —i 2-6

LI 2003-04 Ccla Otros sistemas proposicionales  5.11

DN: Regla de introduccién del condicional
e Ejemplo: p - gFpAr —qgAT:

1:] p—q premise
2: pAr assumption
3: p Nel 2
4 r Ne2 2
5: q —e 3,1
6 : gAr Al 54
7 pAr—qAr | —i 2-6

LI 2003-04 CCIA Otros sistemas proposicionales 5.12
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DN: Reglas de la disyuncion

e Reglas de la disyuncién:

« Reglas de introduccién de la disyuncién: % Vi, % Vi,

¢ Regla de eliminacién de la disyuncion:

rvg H Ve
H
e Ejemplo: pV gt qV p:
1:] pVvg premise
p assumption
qVvp Vi2 2
: q assumption
5: qVp Vil 4
6:] qVvp Ve 12-34-5
LI 2003-04 Ccla Otros sistemas proposicionales  5.13

DN: Reglas de la disyuncion

e Ejemplo: g = rHFpVg—opVr:

1:] g—r premise

2: pVq assumption

3: p assumption

4 : pVr Vil 3

5: q assumption

6 : —e 5,1

7 pVr Vi2 6

8 : pVr Ve 23-45-7
9:| pvg—pVr |—i 2-8

LI 2003-04 CCIA Otros sistemas proposicionales 5.14
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DN: Reglas de la disyuncion
e Ejemplo: (pVq)VrEpV(gVr):
1:| (pvq)Vvr premise
2: pVq assumption
3: p assumption
4: pV(qVr) Vil 3
5: q assumption
6 : qVr Vil 5
7: pV(qVr) Vi2 6
8:| 1| pv(qVvr) Ve 23-45-7
9: r assumption
10 :1 | qVvr Vi2 9
11:{] pVv(qVr) vi2 10
12 1] pV(qVr) Ve 1,2-89-11
LI 2003-04 Ccla Otros sistemas proposicionales  5.15
DN: Reglas de la disyuncion
e Ejemplo (distributiva): pA (gVr) - (pAq)V (pA7):
1:] pA(qVr) premise
2:]p Nel 1
3:] qVvr Ne2 1
4 q assumption
5: pAq Al 24
6:|| (pAg)V(pAr) Vil 5
r assumption
pAr AL 2,7
(pAQ)V (pAr) Vi2 8
10 ;| (pAQ)V(pAr) Ve 3,4-6,7-9
LI 2003-04 Ccla Otros sistemas proposicionales 5.16
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DN: Regla de copia

e Ejemplo (usando la regla hyp): - p — (¢ — p):

1:

(€2 B~ N O I S

p

q
p

q—p
: p—(q—p)

assumption

assumption
hyp 1

—i 2-3
—i 1-4

LI 2003-04

CC IA Otros sistemas proposicionales

5.17

DN: Reglas de la negaciéon

e Extensiones de la légica para usar falso:

e Extension de la sintaxis: | es una férmula proposicional.

e Extensién de la semdntica: v(L) = 0 en cualquier valoracidn.

o Reglas de la negacion:

e Regla de eliminacién de lo falso: % le

-F

¢ Regla de eliminacién de la negacién: F -F —e

e Adecuacion de las reglas de la negacién:
*1 =F
*{F,-F} = L

LI 2003-04

Ccla Otros sistemas proposicionales

5.18



Légica informatica (2004-05)

57

DN: Reglas de la negacién

e Ejemplo -pVgltp— q:

1:] =pVqg premise
2: -p assumption
3: p assumption
4 1 —e 2,3
5: q le 4
6 : p—4q —i 3-5
7 q assumption
p assumption
q hyp 7
10 : p—q —i 8-9
11:1 p—q Ve 12-6,7—10
LI 2003-04 Ccla Otros sistemas proposicionales  5.19
DN: Reglas de la negaciéon
¢ Regla de introduccién de la negacion:
F
e Adecuacién: Si F' |= L, entonces = —F.
¢ Ejemplo: p — q,p — g - —p:
1:1 p—=9, p—q premises
2: p assumption
3: q —e 2,1.1
4 —q —e 2,12
5: 1L —e 43
6 : -p - 25
LI 2003-04 Ccla Otros sistemas proposicionales  5.20
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DN: Reglas de la negacién

e Ejemplo: p — —p - —p:

1:

p——p

p
-p
L

2
3:
4 :
5

P

premise

assumption
—e 2,1
e 3,2

- 2—4

LI 2003-04 Ccla Otros sistemas proposicionales  5.21
DN: Reglas de la negaciéon
e Ejemplo p A =g — r,—7r,p - q:
1:1 pAog—r , —ir, p | premises
2: —q assumption
3: pA—q Al 132
4 . r —e 3,11
5: 1 e 12,4
62 —\—\q —\i 2—5
7 q -—e 6
e Ejemplo: p — (¢ — r),p, r F 1q:
p—(q—r) , p, —r | premises
q—r —e 12,1.1
—q MT 132
LI 2003-04 CCIA Otros sistemas proposicionales 5.22
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DN: Reglas del bicondicional
¢ Regla de introduccién del bicondicional: F-G G F —1
F -G
e Ejemplo: pAq < qAp:
1:1 pAq assumption
2:]p Nel 1
3:] 49 Ne2 1
4:| qAp Al 3.2
5: pAg—gAp —i 14
6:] qAp assumption
7:1q Nel 6
8:]lp Ne2 6
9:] pAq A 8T
10 : gAp—pAqQ —i 6-9
11 : pAgé—=qAp =i 5,10
LI 2003-04 Ccla Otros sistemas proposicionales  5.23
DN: Reglas del bicondicional
« Reglas de eliminacién del bicondicional: § < g o e 1(‘;‘_’?? o ey
e Ejemplo: p— q,pV gt pAaq:
1:] pé&~q, pVq premises
2: p assumption
3: p—q el 1.1
4:11q —e 23
5: pAq Al 24
6 : q assumption
7 q—p —e2 1.1
8: p —e 6,7
9: pAq Al 8,6
10 :| pAq Ve 122-56-9
LI 2003-04 CCIA Otros sistemas proposicionales 5.24
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DN: Reglas derivadas: modus tollens

F—-G -G

e Regla derivada de modus tollens (MT): —F MT
1:] F=G, =G | premises
2: F assumption
3: G —e 2,11
4 : 1 -e 1273
5: _\F —\i 2—4
LI 2003-04 Ccla Otros sistemas proposicionales  5.25

DN: Reglas derivadas: introduccion de doble negacién

¢ Regla de introduccién de la doble negacién: LF ——i
1:1 F premise
2: -F assumption
3: 1 -e 2,1
4 —-—F - 2-3

LI 2003-04 Ccla Otros sistemas proposicionales  5.26
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DN: Reglas derivadas: reduccién al absurdo (RAA)

-F
¢ Regla de reduccion al absurdo: J_

T RAA

1:] -F—L premise

2 -F assumption

3: 1 —e 2,1

4 —|—\F —|i 2-3

5: F -—e 4

LI 2003-04 Ccla Otros sistemas proposicionales  5.27

DN: Reglas derivadas: ley del tercio excluido (LEM)

¢ Ley del tercio excluido (LEM): Fv oF LEM

1:| =(Fv=F) assumption
2 F assumption
3 Fv-F Vil 2

4 1L —e 13

5:| -F i 2-4
6:| Fv=F Vi2 5

7 J_ e 1,6

8 : = (Fv—F) - 1-7
9: Fv-F -—e 8

LI 2003-04 Ccla Otros sistemas proposicionales  5.28



62

José A. Alonso

DN: Reglas derivadas: ley del tercio excluido (LEM)

e Ejemplo: p - g+ —pV gq:

1:]1 p—q premise

2:| pv—p LEM

3: p assumption
4 q —e 3,1
5: -pVq Vi2 4

o))

-p assumption
7 —1pVq Vil 6

8:| =pVvq Ve 23-56-7

LI 200304 Ccla

Otros sistemas proposicionales  5.29

DN: Reglas de deduccion natural

e Reglas de deduccion natural:

Introduccién Eliminacién
F . F F
A FAG N E2E he &< nes
F G
F . G . : :
Vi FveVh  Fve Ve rve H H
H Ve
F
- "
F—>G

LI 2003-04 Ccla
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DN: Reglas de deduccién natural

Reglas de deduccién natural:

Introduccién Eliminacién
F —F
1
J_ F J_e
——F
o F>G G—oF . FeG FeG |
F — G F — G 1 G —- F 2

Adecuacién y completitud del calculo de deduccién natural.

LI

2003-04 Ccla Otros sistemas proposicionales  5.31
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LI 2003-04 Ccla Sintaxis y semantica de la légica de primer orden 6.1

Limitacion expresiva de la logica proposicional

e Ejemplo 1: Si Sevilla es vecina de Cddiz, entonces Cddiz es vecina de Sewvilla.
Sewvilla es vecina de Cddiz. Por tanto, Cddiz es vecina de Sevilla

¢ Representacion en légica proposicional:

{SvC — CvS, SvC} |E CvS

e Ejemplo 2: St una ciudad es vecina de otra, entonces la segunda es vecina de la
primera. Sevilla es vecina de Cddiz. Por tanto, Cddiz es vecina de Sevilla

¢ Representacion en légica proposicional: Imposible

e Representacion en légica de primer orden:
{(Vx)(Vy)[vecina(x,y) — vecina(y,x)], vecina(Sevilla,Cadiz)}
= vecina(Cadiz, Sevilla)

LI 2003-04 Ccla Sintaxis y semdantica de la légica de primer orden 6.2
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Potencia expresiva de la légica de primer orden

e Mundo de los bloques

e sobre(x,y) se verifica si el bloque x estd colocado sobre el bloque y
e sobre mesa(x) se verifica si el bloque x estd sobre la mesa
e Situacion del ejemplo:

sobre(a, b), sobre(b, c), sobre_mesa(c), sobre(d, e), sobre mesa(e)

LI 2003-04 Ccla Sintaxis y semantica de la légica de primer orden 6.3

Potencia expresiva de la légica de primer orden

e bajo(x,y) se verifica si el bloque x estd debajo del bloque y
(Vz)(Vy)[bajo(z,y) < sobre(y,z)]

e encima(x,y) se verifica si el bloque x estd encima del bloque y pudiendo haber
otros bloques entre ellos

(Vz)(Vy)[encima(x,y) < sobre(x,y) V (Iz)[sobre(z,x) N encima(z,y)]]
e libre(x) se verifica si el bloque z no tiene bloques encima
(Vx)[libre(z) <« —(Iy)sobre(y, )]

e pila(x,y, z) se verifica si el bloque z esta sobre el y, el y sobre el z y el z sobre la
mesa

(Vx)(Vy)(Vz)[pila(z,y, z) < sobre(x,y) A sobre(y, z) A sobre mesa(z)]
e Prop.: Si z,y, z es una pila entonces y no esta libre

(V) (Vy) (Vz)[pila(z, y, z) — —libre(y)]

LI 2003-04 Ccla Sintaxis y semdantica de la légica de primer orden 6.4
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Potencia expresiva de la légica de primer orden

e Representacion con funciones e igualdad

es bloque(x) se verifica si ¢ es un bloque

superior(x) es el bloque que esta sobre el bloque =

Situacion del ejemplo:
es bloque(a), es bloque(b), es bloque(c), es bloque(d), es bloque(e)

superior(b) = a, superior(c) = b, superior(e) = d

sobre mesa(x) se verifica si el bloque  estd sobre la mesa

(Vx)[sobre mesa(x) < es bloque(x) A ~(Jy)superior(y) = x]
e libre(x) se verifica si el bloque z no tiene bloques encima
(Vx)[libre(z) <« —(Ty)superior(x) = y]

e tope(x) es el bloque libre que esti encima de x

(Vx)[(libre(x) — tope(x) = x) A (—libre(x) — tope(x) = tope(superior(x)))]
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6.5

Potencia expresiva de la légica de primer orden

e Ejemplos de formalizacion:
e La Tierra es un planeta: planeta(Tierra)
e La Luna no es un planeta: —planeta(Luna)
e La Luna es un satélite: satélite(Luna)
e La Tierra gira alrededor del Sol: gira(Tierra, Sol)
e Todo planeta es un satélite: (Vx)[planeta(x) — satélite(x)]

e Todo planeta gira alrededor del Sol: (Vx)[planeta(x) — gira(x, Sol)]

o Algin planeta gira alrededor de la Luna: (3x)[planeta(x) A gira(xz, Luna)]

e Hay por lo menos un satélite: (Ix)satélite(x)
e Ningin planeta es un satélite: —~(3x)[planeta(x) A satélite(x)]

e Ningun objeto celeste gira alrededor de si mismo: —(3x)gira(x, x)

LI 2003-04 Ccla Sintaxis y semdntica de la légica de primer orden

6.6



Légica informatica (2004-05) 69

Potencia expresiva de la légica de primer orden

o Alrededor de los satélites no giran objetos: (Vx)[satélite(x) — —(Jy)gira(y, x)]
e Hay exactamente un satélite: (Ix)[satélite(x) A (Vy)[satélite(y) — = = y|]

e La Luna es un satélite de la Tierra: satélite(Luna, Tierra)
[Notar la sobrecarga de la relacién satélite]

e Todo planeta tiene un satélite: (Vx)[planeta(x) — (Jy)satélite(y, )]

e La Tierra no tiene satélites: —(3x)satélite(x, Tierra)

e Algin planeta no tiene satélites: (Ix)[planeta(x) A —(TJy)satélite(y, )]
e Sdlo los planetas tienen satélites: (Vx)[(Ty)satélite(y,x) — planeta(x)]

e Todo satélite es satélite de algun planeta:
(Vx)[satélite(z) — (Jy)(planeta(y) A satélite(zx, y)]

e La Luna no gira alrededor de dos planetas diferentes:
—(3x)(Jy) [planeta(x) A planeta(y) A gira(Luna, ) A gira(Luna, y) A  # y]

e Hay exactamente dos planetas:
(3x) (Jy) [planeta(x) A planeta(y) A = # y A (Vz)[planeta(z) — (z = x V z = y)]]
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Lenguaje de primer orden

e Lenguaje de primer orden:
e Simbolos légicos:
- Variables: x,y,z,...,T1,x2,...
- Conectivas: =, A, V, —, <.
- Cuantificadores: V, 3.
- Simbolo de igualdad: =.

e Simbolos propios:
- Simbolos de constantes: a,b,c,...,a,as9,...

- Simbolos de predicado (con aridad): P,Q,R,..., P, P,,....
- Simbolos de funcién (con aridad): f,g,h,..., f1, fo,...

e Simbolos auxiliares: “(”, “)”, “”.
e Notacién:
— L, Ly, L,,... representan lenguajes de primer orden.

— Var representa el conjunto de las variables.

e Los simbolos de predicados de aridad mayor que 1 se llaman de relaciones.
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Ejemplos de lenguajes de primer orden

e Lenguaje del mundo de los bloques:
e Simbolos de constantes: a,b,c,d, e

e Simbolos de predicado (y de relacién):
— de aridad 1: sobre_mesa,libre, es_bloque
— de aridad 2: sobre,bajo,encima
— de aridad 3: pila

e Simbolos de funcién (de aridad 1): superior,tope

e Lenguaje de la aritmética:
e Simbolos de constantes: 0,1

e Simbolos de funcién:
— monaria: s (siguiente)
— binarias: +, -

e Simbolo de predicado binario: <

LI 2003-04 Ccla Sintaxis y semantica de la légica de primer orden 6.9

Sintaxis: términos

e Términos
e Def. de término de un lenguaje de primer orden L:
- Las variables son términos de L.

- Las constantes de L son términos de L.

- Si f es un simbolo de funcién n—ariade Ly tq,...,t, son términos de L, entonces
f(t1,...,t;) es un término de L.

e Ejemplo: En el lenguaje de la aritmética,
1. +(-(x,1), s(y)) es un término, que se suele escribir como (x - 1) 4 s(y)
2. +(-(x, <), s(y)) no es un término

e Notacién:
— 8,t,t1,ta,... representan términos.

— Térm(L) representa el conjunto de los términos de L
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Sintaxis: formulas atomicas

e Fdérmulas atédmicas:

e Def. de formula atémica de un lenguaje de primer orden L:
— Si t; y ts son términos de L, entonces t; = t; es una férmula atémica de L.

—Si P es un simbolo de relacién n—aria de L y t;,...,t, son términos de L,
entonces P(ty,...,t,) es una férmula atémica de L.

e Ejemplo: En el lenguaje de la aritmética,
1. < (+«(x,1),s(y)) es una férmula atémica que se suele escribir como = -1 < s(y)
2. +(z,y) = -(x,y) es una férmula atémica que se suele escribir comox +y =z -y
¢ Notacién:
— A,B, A, A,,... representan férmulas atémicas.

— Atom(L) representa el conjunto de las férmulas atémicas de L
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Sintaxis: féormulas

e Foérmulas:

e Def. de las férmulas de L:
— Las férmulas atémicas de L son férmulas de L.

— Si F'y G son férmulas de L, entonces —F, (FANG), (FVG),(F — G)y (F < G)
son férmulas de L.

— Si F es una férmula de L, entonces (Va)F y (3x)F son férmulas de L.

e Ejemplo: En el lenguaje de la aritmética,
1. (Vx)(Jy) < (x,y) es una férmula que se suele escribir como (Vz)(Jy)x < y
2. (Vz)(Jy) + (x,y) no es una férmula.

e Notacién:
— F,G,H, Fy, Fs,, ... representan féormulas.

— Férm(L) representa el conjunto de las férmulas de L
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Sintaxis: formulas

e Arboles de anilisis (o de formacién) y esquematicos

(Vz)(R(z,c) — P(f(y))) (Vz)
| |
(R(z,c) — P(f(y))) —
R(z,c) P(f(y)) R P
7N A
x c F(y) x c I
| |
] Yy
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Sintaxis: subformulas

e Subférmulas:

e Def: El conjunto Subf(F') de las subférmulas de una férmula F' se define recursiva-
mente por:

{F},

si F' es una férmula atémica;

{F} U Subf(G),

si F = —\G;

Subf(F) = ¢ {F} USubf(G) USubf(H), si F =G * H;
{F} U Subf(G), si F = (V)G
{F} U Subf(G), si F = (32)G

e Ejemplo:

Subf((vVz)(R(x, c) — P(f(y)))) = { (V&)(R(z,c) — P(f(v))),
(R(z,c) — P(f(y))),
R(z, c),
P(f(y))}
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Sintaxis: omisién de paréntesis

e Criterios de reduccién de paréntesis:
e Pueden eliminarse los paréntesis externos.
F A G es una abreviatura de (F A Q)
e Precedencia de asociacién de conectivas y cuantificadores: V,3, =, A, V, —, <.
VxP(x) — Q(x) es una abreviatura de ((Vz)P(x)) — Q(x)

e Cuando una conectiva se usa repetidamente, se asocia por la derecha.
FVGVH es una abreviatura de (FV (GV H))
FAGANH — —-FV G es una abreviaturade ((FA(GAH)) — (-FVQ))
¢ Los simbolos binarios pueden escribirse en notacion infija.

« + vy es una abreviatura de +(x,y)
x < y es una abreviatura de < (z,y)
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Sintaxis: conjuntos de variables

e Conjuntos de variables:

e Def.: El conjunto de las variables de un término t se define recursivamente por:

0, si t es una constante;
V(t) =< {=x}, si t es una variable x;
V(t)U...UV(t,), sites f(tr,...,tn)

e Def.: El conjunto de las variables de una férmula F' se define recursivamente por:

V(t1) U V(ty), si F es t; = to;
V() U...UV(t,), si Fes P(ty,...,tp);
) V(G), si F es 0Gj;
V(F) = V(G) U V(H), si F es G * H;
V(G), si F es (Vz)G;
V(G), si F es (A2)G
e Ejemplos:

— El conjunto de las variables de (Va)(R(x,c) — P(f(y))) es {x,y}.
— El conjunto de las variables de (Vz)(R(a,c) — P(f(y))) es {y}.
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Sintaxis: apariciones libres y ligadas

e Apariciones libres y ligadas:

e Def.: Una aparicién (u ocurrencia) de la variable z en la férmula F es ligada si es
en una subférmula de F de la forma (V)G 6 (3x)G.

e Def.: Una aparicién (u ocurrencia) de la variable x en la férmula F es libre si no
es ligada

¢ Ejemplo: Las apariciones ligadas son las subrayadas:
(V) (P(z) — R(z,y)) — ((Fy)P(y) — R(z,z))
(3z)R(z,y) vV (Vy) P(y)
(Va)(P(z) — (3y)R(z,y))
P(z) — R(z,y)
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Sintaxis: variables libres y ligadas

e Variables libres y ligadas:
e Def.: La variable x es libre en F si tiene una aparicién libre en F'.
e Def.: La variable = es ligada en F' si tiene una aparicion ligada en F'.

e Prop.: El conjunto de las variables libres de una féormula F es:

V(tl) U V(tg), si F es t]_ = tz,
V(t) U...UV(t,), si Fes P(ty,...,tn);
_J VL(G), si F' es 0Gj

VL(F) = VL(G) UVL(H), siF esG=x H;
VL(G) \ {z}, si F es (Vz)G;
VL(G) \ {z}, si F es (32)G

¢ Ejemplo:
Foéormula

Ligadas | Libres
(Vz)(P(z) — R(z,y)) — (Fy)P(y) — R(z,2)) |z, y T, Y, 2
(Vx)(P(z) — (3y)R(z,vy)) T,y
(Vz)(P(z) — R(z,y))

Yy
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Sintaxis: formulas cerradas y basicas

e Férmula cerradas:
¢ Def.: Una férmula cerrada (o sentencia) es una férmula sin variables libres.
e Ejemplos: (Vz)(P(x) — (Jy)R(x,y)) es cerrada.
(Fx)R(x,y) V (Yy)P(y) no es cerrada.
e Foérmulas basicas:
e Def.: Una férmula basica es una férmula sin variables.

e Ejemplos: P(a) — R(a,b) es basica.
(Vz)(P(z) — (Jy)R(x,y)) no es bésica.
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Sintaxis: sustituciones

e Sustituciones (de un lenguaje):

¢ Def.: Una sustitucién o (de L) es una aplicacién o : Var — Térm(L).

e Ejemplo: La aplicacién o de Var en los términos de la aritmética tal que
o(x) = s(0),0(y) =x+yyo(z) =z para z € Var \ {z,y}
es una sustitucién.
e Notacion: [xy/ty,x2/ts,...,2,/t,] representa la sustitucién o definida por
t;, si x es x;;

o(z) = z, six & {x1,..., 2}

e Ejemplo: La sustitucién del ejemplo anterior se representa por

[x/5(0),y/x + y]

e Notacién: o, 07, 032,... representaran sustituciones.
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Sintaxis: Aplicacién de sustituciones a términos

e Aplicacion de sustituciones a términos:

e Def.: t[x1/t1,...,x,/t,] es el término obtenido sustituyendo en ¢ las apariciones de
x; por t;.

e Def.: La extensién de o a términos es la aplicacién o : Térm(L) — Térm(L) definida
por

c, si t es una constante c;
to = ¢ o(x), si t es una variable x;
ftioy...,tyo), sites f(t1y...,t,)

e Sio=[z/f(y,a),y/z], entonces
— ao = a, donde a es una constante.
— wo = w, donde w es una variable distinta de x e y.
— h(a,z,w)o = h(ao,zo,wo) = h(a, f(y,a),w)
— f(z,y)o = f(zo,yo) = f(f(y,a), 2)
- h(a, f(z,y),w)o = h(ao, f(z,y)o, wo) = h(a, f(f(y,a), z), w)
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Sintaxis: Composicién de sustituciones

e Composicion de sustituciones:

¢ Diferencia entre sustituciones simultidneas y consecutivas:
—9(z,2)[x/g(2,b),z/a] = g(g9(2,b),a)
—g(z, 2))[x/g(z,b)][z/a] = g(g(2,b), 2)[z/a] = g(g(a,b),a)

e Célculo de la composicién: Si oy = [/ f(z,a),y/w] y o2 = [x/b, z/g(w)], entonces
—xo10y = (xo1)o2 = f(z,a)02 = f(z0o2,a02) = f(g(w),a)
—yo10y = (Yo1)os = woy = w
— 20103 = (201)02 = 203 = g(w)
—wo0y = (Wo)o2 = woy = w

Por tanto, o102 = [/ f(g(w),a),y/w, z/g(w)]. Comprobacién:

h(y, z)o102 = (h(y, ®)o1)os = h(w, f(2,a))os = h(wos, f(2,a)02) = h(w, f(g(w), a))
h(y, z)o102 = h(y, z)[z/f(9(w), a), y/w, z/g(w)] = h(w, f(g(w), a))
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Sintaxis: Aplicacion de sustituciones a formulas

e Aplicacion de sustituciones a formulas:

e Def.: Fxi/t1,...,x,/t,] es la férmula obtenida sustituyendo en F' las apariciones
libres de x; por t;.

e Def.: La extensién de o a férmulas es la aplicacién o : Férm(L) — Férm(L) definida

por
P(tyo,...,t,0), si F es la férmula atémica P(ty,...,t,);
tio0 = tyo, si F es la férmula t; = t;
Fo =< —(Go), si F es 0Gj
Go * Ho, si Fes Gx*x H;

(Qz)(Gow), si Fles (Qz)Gy Q € {V,3}

donde o, es la sustitucion definida por

ouly) = x, siy es x;
Y= o(y) siy es distinta de x
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Sintaxis: Aplicacion de sustituciones a formulas

e Ejemplos: Si o = [x/f(y),y/b], entonces

L ((Ve)(Q(x) — R(x,y)))o = (Vo)((Q(x) — R(x,y))os)
= (vm)(Q(m)Um - R(ma y)o'a:)
= (Vz)(Q(x) — R(x,b))

2. (Q(z) — (Vz)R(z,y))o = Q(z)o — ((Vz)R(z,y))o
= Q(f(y)) — (Vz)(R(z, y)oz)
= Q(f(y)) — (Vz)R(z,b)

3. ((vz)(Q(=) — (Vy)R(z,y)))o = (V) ((Q(z) — (Vy)R(x, y))o2)
= (V&)(Q(z)ox — ((Vy)R(z,y))ow)
= (V) (Q(z) — (Vy)(R(z,y)ozy))
= (Vz)(Q(z) — (Vy)R(z,y))
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Sintaxis: Sustituciones libres

e Sustituciones libres:

e Def.: Una sustitucién se denomina libre para una férmula cuando todas las apari-
ciones de variables introducidas por la sustitucién en esa formula resultan libres.

e Ejemplos:

— [y/z] no es libre para (Iz)(z < y)
(Fz)(z < y)ly/z] = (Fz)(z < =)

— [y/g(y)] es libre para (Vz)(P(z) — Q(=, f(y)))
(Vz)(P(x) — Q(=, f(v)))ly/9(y)] = (Vz)(P(x) — Q(z, f(g(v))))

— [y/g(x)] no es libre para (Vz)(P(z) — Q(=, f(y)))
(Va)(P(z) — Q(z, f(y)))[y/9(2)] = (Va)(P(x) — Q(z, f(9(x))))

e Convenio: Al escribir Fo supondremos que o es libre para F.
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Semantica: Estructuras, asignaciones e interpretaciones

e Una estructura del lenguaje L es un par Z = (U, I) tal que:
— U es un conjunto no vacio, denominado universo de la estructura;
— I es una funcién cuyo dominio es el conjunto de simbolos propios de L y tal que

— si ¢ es una constante de L, entonces I(c) € U
(i.e. I(c) es un elemento de U);

—si f es un simbolo de funcién n—aria (n > 0) de L, entonces I(f) : U™ - U
(i.e. I(f) es una funcién n—aria en U);

—si R es un simbolo de relaciéon n—aria (n > 0) de L, entonces I(R) C U™
(i.e. I(R) es una relacién n—aria en U).

e Una asignacién A en una estructura (U, I) es una funcién A : Var — U que hace
corresponder a cada variable del alfabeto un elemento del universo de la estructura.

e Una interpretacién de L es un par (Z, A) formado por una estructura Z de L y una
asignacién A en Z.

e Notacién: A veces se usa para los valores de verdad V y F en lugar de 1 y 0.
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Semantica: Estructuras

¢ Ejemplos: Sea L el lenguaje de la aritmética cuyos simbolos propios son:

constante: 0O;

simbolo de funcién monaria: s;
simbolo de funcién binaria: + y
simbolo de relacién binaria: <

— Primera estructura de L:
U; =N
L(0)=0
Ii(s) ={(n,n+1) : n € N} (sucesor)

ILi(+) = {(a,b,a +b) : a,b € N} (suma)
Li(L) ={(n,m) : n,m € N,n < m} (menor o igual)

— Segunda estructura de L:
U, = {0,1}* (cadenas de 0 y 1)
I,(0) = € (cadena vacia)

I,(s) = {(w,wl) : w € {0,1}*} (siguiente)
L(+) = {(wy, wa, wyws) : wy,ws € {0,1}*} (concatenacién)
L(<) = {(w1, ws) : wy, we € {0,1}*, w; es prefijo de wy} (prefijo)
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Semantica: Estructuras

e Ejemplos (cont.):

— Tercera estructura de L:

U; = {abierto, cerrado}

I3(0) = cerrado

I5(s) = { (abierto, cerrado),
(cerrado, abierto)}

I3(+) = { (abierto, abierto, abierto),
(abierto, cerrado, abierto),
(cerrado, abierto, abierto),
(cerrado, cerrado, cerrado)}

I3(<) = { (abierto, abierto),
(cerrado, abierto),
(cerrado, cerrado)}

e ‘ I3(s)(e) I3(+4) ‘ abierto ‘ cerrado I3(<) ‘ abierto ‘ cerrado
abierto | cerrado abierto |abierto| abierto abierto 1 0
cerrado | abierto cerrado | abierto | cerrado cerrado 1 1
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Semantica: Evaluacion de términos

e Evaluacion de términos:

¢ Def.: Dada una estructura Z = (U, I) de L y una asignacién A en Z, se define la
funcién de evaluacién de términos Z4 : Térm(L) — U por

I(c), si t es una constante c;
Ta(t) =< A(x), si t es una variable x;
I(f)(Za(t1)s.--yZa(ty)), sites f(try...,tn)

e Z4(t) se lee “el valor de t en Z respecto de A”.
e Ejemplos: Sean L el lenguaje de la pagina ?? y t el término s(4(x, s(0))).
— Si 7 es la primera estructura y A(x) = 3, entonces

Za(t) = Za(s(+(=, 5(0)))) = I(s)(Za(+(z,5(0)))) =
= I(s)(I(+)(Za(),Za(s(0)))) = I(s)(I(+)(A(z),Za(s(0)))) =
= I(s)(I(+)(3, I(5)(Za(0)))) = I(s)(X(+)(3,1(s)(1(0)))) =

= I(s)(I(+)(3,1(s)(0))) = I(s)(I(+)(3,1)) =
— I(s)(4) =5
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Semantica: Evaluacion de términos

e Ejemplos (cont.)
— Si 7 es la segunda estructura y A(x) = 10, entonces

Za(t) = Za(s(+(=, 5(0)))) = I(s)(Za(+(z,5(0)))) =
= I(s)(I(+)(Za(),Za(s(0)))) = I(s)(I(+)(A(x),Za(s(0)))) =
= I(s)(I(+)(10,I(5)(Z4(0)))) = I(s)(I(+)(10,1(s)(L(0)))) =

= I(s)(I(+)(10,I(s)(e))) = I(s)(I(+)(10,1)) =
= I(s)(101) = 10111

— Si Z es la tercera estructura y A(x) = abierto, entonces

Za(t) = Za(s(+(, 5(0)))) = I(s)(Za(+(z,5(0)))) =

= I(s)(I(+)(Za(x), Za(s(0)))) = I(s)(I(+)(A(=), Za(s(0)))) =
= I(s)(I(+)(abierto, I(s)(Z4(0)))) = I(s)(I(+)(abierto, I(s)(1(0)))) =
= I(s)(I(+)(abierto, I(s)(cerrado))) = I(s)(I(+)(abierto,abierto)) =
= I(s)(abierto) = cerrado
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Semantica: Evaluacion de términos

e Ejemplo anterior con notacién reducida e infija:
Sean L el lenguaje de la pagina ?? y t el término s(x + s(0)).

— Si Z es la primera estructura y A(z) = 3, entonces
Za(t) = Za(s(z + 5(0))) =s'(3+"s"(0)) =
=sI(3+1sl(0)) =sI(3+11) =
= s1(4) =5
— Si 7 es la segunda estructura y A(x) = 10, entonces

Za(t) = Za(s(z + s(0))) = sf(10 +f sf(0))) =
=s'(10+' s'(e)) =sf(10+11) =

= s1(101) = 1011
— Si Z es la tercera estructura y A(x) = abierto, entonces
Za(t) = Za(s(x + s(0))) = sl(abierto +! st(01)) =
= s!(abierto +! s!(cerrado)) = s!(abierto +! abierto) =
= s!(abierto) = cerrado
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Variante de una asignacién:

e Def.: Sea A una asignacién en la estructura (U,I) y u € U. Mediante Alx/u] se
representa la asignacién definida por

| u, si y es x;
Alz/ul(y) = { A(y) siy es distinta de «
e Funcién de verdad de una relacién:

e Def.: Si R es una relacién n—aria en U (i.e. R C U™), entonces la funcién de verdad
de R es la funcién Hgi : U™ — B definida por

1, si (’LLl e U ) € R;
H =" o ’
(U1, -5 Up) { 0, en caso contrario

e Funcion de verdad de la igualdad:
e Def.: La funcién de verdad de la igualdad en U es la funcién H_ : U? — B definida

por

H_(u1,uz) = {

1, si u; = ug;
0, en caso contrario
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Evaluacion de férmulas:

e Def.: Dada una estructura Z = (U, I) de L y una asignacién A sobre Z, se define
la funcién de evaluacién de férmulas Z4 : Férm(L) — B por

—Si Fest =t Ts(F) = H-(Za(t1),1a(t2))

— Si F es P(tl, . .,tn), IA(F) = HI(p)(IA(tl), e ,IA(tn))

—Si F es —|G, IA(F) = Hﬂ(IA(G))

~SiFesGxH, TA(F) = H.(ZTA(G), TA(H))

_Si F es (V2)G, TA(F) = { 1, si para todo u e U se tiene T4}/ (G) = 1;
0, en caso contrario

1, si existe algin u € U tal que Zy[,/,(G) = 1;

~Si Fes (32)G, Ta(F) = { 0, en caso contrario

e Z4(F) se lee “el valor de F en T respecto de A”.
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Ejemplo: Evaluacién de (Jy)P(x,y) en la estructura T = (U, I) respecto de la
asignacién A tales que U = {1,2}, I(P) = {(1,1),(2,2)} y A(x) =1
— En notacion completa:
ZAa(Fy)P(z,y)) =V & ZayP(z,y) =V 6 Ly Pz, y) =V
Zay/uP(x,y) = Hyp)(Zapy () Zagy/1(v))
= Hyp)(Aly/1](z), Aly/1](y))
= Hpp)(1,1)
=V
Luego, Z4((3y) P(z,y)) = V.

— En notacién reducida:
Ta(Fy)P(z,y)) =V & ZayP(w,y) =V 6 Ty Pz, y) =V

L P (x,y) = P(Aly/1](z), Aly/1](y))
= PIi(1,1)
=V

Luego, Z4((Jy) P(z,y)) = V.
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Semantica: Evaluacion de formulas

¢ Ejemplo: Evaluacién de (Vx)(3y)P(z,y) en la estructura Z = (U, I) respecto de la
asignacién A tales que U = {1,2} e I(P) = {(1,1),(2,2)}

Za((Vz)(Fy)P(z,y)) =V & Zap/((Fy)P(z,y)) =V y Zap/2((Fy)P(z,y)) =V
Za/)(Fy)P(x,y)) =V © Zpp/1yP(x,y) =V 6 Lo,y P(x,y) =V

/1,90 (@, y) = Hip)(Zaje/1,9/1(%) s Zafz/1,9/1(Y))
= Hyp)(Alz/1,y/1](z), Alz/1,y/1](y))
= Hpp(1,1)
=V
Luego, Zjz/1)((Jy)P(z,y)) = V.
Ta/2)((By)P(x,y)) =V S Tap/2yP(x,y) =V 6 Lag/2yP(z,y) =V
Tate/2/2P (2, y) = Hip)(Zag/2./2()s Zaz/2,/2(Y))
= Hyp)(Alz/2,y/2](x), Alz/2,y/2](y))
= H;p)(2,2)
=V
Luego, Zjz/2((3y)P(z,y)) = V.
Por tanto, Z4((Vx)(3y)P(x,y)) =V
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Semantica: Evaluacion de formulas

¢ Ejemplo anterior en notacién reducida:
Evaluacién de (Vz)(3y)P(z,y) en la estructura Z = (U, I) respecto de la asignacién
A tales que U = {1,2} e I(P) = {(1,1),(2,2)}

Za((Vz)(Fy)P(x,y)) = V & Zap/((Fy)P(z,y)) =V y Zap/2((Fy)P(z,y)) =V
Za/)(Fy)P(x,y)) =V © Zpp1yP(x,y) =V 6 Loy P(x,y) =V

T A1y P(x,y) = P(1,1)
=V

Luego, Z4[»/1)((3y)P(x,y)) = V.
Zap/2((Fy)P(x,y)) =V & L2y P(x,y) =V 6 Lap 2y P(x,y) =V

IA[z/Z,y/2]P(w7 y) = PI(27 2)
=V

Luego, Zup/2((Fy)P(z,y)) = V.
Por tanto, Z4((Vx)(3y)P(z,y)) =V
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Ejemplo: Evaluacién de (Vz)(P(x) — Q(g(x),a)) en la estructura Z = (U, I) res-
pecto de la asignacién A tales que U = {1,2}, I(a) =1, I(g9) ={(1,2),(2,1)},
I(P) ={2} e I(Q) = {(1,2),(2,2)}.

Zu((V2) (P(2) — Q(g(2),a))) = V & Lagoy(P(x) — Q(a(2),0) =V y
Tae/2(P(x) — Q(g(x),a)) =V

T/ (P(x) — Q(g(x),a)) =

= H_(Zapz/1)(P(x)), Za/(Q(g(z),a))) =

= H_.(Hrp)(Zap/1(x)), Hr@)(Zap/1(9(x)), Lap/m(a))) =
= H_(Hyp)(Alz/1](x)), Hiq)(1(9)(Za[/1(x)), I(a))) =
= H_(Hyp)(1), Hrq)(I(9)(Alz/1](x)),1)) =

= H_(F,Hyq)(I(9)(1),1)) =

= —>(F’ HI(Q)(27 1)) =

= —>(F7 F) =

=V
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Ejemplo (cont.)

Taz/2(P(z) — Q(g(x),a)) =

= H_(Za/2)(P(x)); Zap/2(Q(g9(x),a))) =

= H_ (Hyp)(Za/2(x)), HiQ)(Zaje/2(9()); Zaz/z(a))) =
= H_.(Hyp)(Alz/2](z)), Hiq)(1(9) (Za/2(x)), I(a))) =
= H_.(Hrp)(2), Hiq)(I(9)(Alz/2](x)),1)) =

= —>(Va HI(Q)(]-a]-)) =

- —>(Va V) -

=V

Por tanto, Z4((vz)(P(2) — Q(g(x),a))) = V.
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Semantica: Evaluacion de formulas

¢ Ejemplo anterior con notacion reducida:
Evaluacién de (Vz)(P(z) — Q(g(x),a)) en la estructura Z = (U, I) respecto de la
asignacién A tales que U = {1,2}, I(a) =1, I(g9) = {(1,2),(2,1)}, I(P) = {2} e
1(Q) = {(1,2),(2,2)}.

Za((Vo)(P(x) — Q(g(z); a))) =V & Zapm(P(z) — Q(g(x),a)) =Vy
sy (P(x) — Qg(x),a)) =V
Tap/(P(z) — Qg(x),a)) = PI(1) — Q'(g'(1),a’)
=F — Q'(2,1)
=V
Taw/2(P(z) — Q(g(x),a)) = P'(2) — Q'(g"(2),a’)
=V —Q'(1,1)
=V -V
=V
Por tanto, Z4((Vz)(P(z) — Q(g9(z),a))) = V.
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Ejemplo: Evaluacién de (3z)(P(g(x)) A Q(x,g(a))) en la estructura Z = (U, I) res-
pecto de la asignacién A tales que U = {1,2}, I(a) =1, I(g9) ={(1,2),(2,1)},
I(P) = {2} e I(Q) = {(1,2),(2,2)}.

ZA((Bx)(P(g(x)) A Q(x,g(a)))) =V & IA[w/u(P(g(w)) AQ(z,g(a))) =V 6
Zaw2(P(g(x)) A Q(z,g(a))) =V

Tap(P(g(®) A Q(z,g(a))) = P(g'(1)) A Q'(1,9"(ah))
P1(2) AQ'(1,97(1))
VAQI(1,2)

VAV

=V

Por tanto, Zy((3x)(P(g9()) A Q(z,9(a)))) = V.
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Ejemplo: Evaluacién de (3x)(P(x) A Q(x,a)) en la estructura Z = (U, I) respecto
de la asignacién A tales que U = {1,2}, I(a) =1, I(g9) = {(1,2),(2,1)}, I(P) = {2}
e I(Q) = {(1,2),(2,2)}.

ZA((3x)(P(x) AN Q(xya))) =V & Zypm(P(x) AQ(x,a)) =V 6
Ta/2(P(x) A Q(x,a)) =V
Tap(P(x) A Q(z,a)) = PI(1) AQI(1,a)
=FA QI(]-’ 1)
=FAV
=F
Ta/2(P(z) A Q(z,a)) = P1(2) A Q1(2,a)
=V AQI(2,1)
=VAF
=F
Por tanto, Z4((3z)(P(x) A Q(z,a))) = F.
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Ejemplo: Evaluacién de (Vz)(3y)(P(x) A Q(x,y)) en la estructura Z = (U, I) res-
pecto de la asignacién A tales que U = {1,2}, I(a) =1, I(g9) = {(1,2),(2,1)},
I(P) = {2} e I(Q) = {(1,2),(2,2)}.

Za((Vz)(Fy) (P(z) A Q(x,y))) =V & Tap/(Fy)(P(z) AQ(z,y)) =V y
Taa/2(3y)(P(x) A Q(z,y)) =V
T 3y)(P(x) A Q(x,y)) =V & Ly (P(x) AQ(x,y)) =V 6
IA[w/l,y/2}(P(w) A Q(x7 y)) =V
IA[z/l,y/l](P(m) A Q(m, y)) = PI(]') A QI(]-’ 1)
=FAV
=F
IA[w/l,y/Z](P(w) A Q(wa y)) = PI(l) A QI(]-’ 2)
=FAV
=F
Lueg07 IA[m/l](ay)(P(w) A Q(iE, y)) =F
Por tanto, Z4((¥z) (3y)(P(z) A Q(z, 1)) = V.
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Ejemplo: Evaluacién de (Vx)g(x) = « en la estructura Z = (U, I) respecto de la
asignacién A tales que U = {1,2}, I(a) =1, I(g9) = {(1,2),(2,1)}, I(P) = {2} e
I(Q) = {(1,2),(2,2)}.

Za((Vo)g(z) =) =V & Iap/ug(x) =2 =V y Tap/pg(z) =z =V
Tapm(g(z) =) = (¢'(1) = 1)
=(2=1)
=F

Por tanto, Z4((Vx)g(x) = ) = F.
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Ejemplo: Evaluacién de (Vz)g(g(x)) = x en la estructura Z = (U, I) respecto de
la asignacién A tales que U = {1,2}, I(a) =1, I(g9) = {(1,2),(2,1)}, I(P) = {2} e
1(Q) = {(1,2),(2,2)}.

Za((Vo)g(g(x)) = o) =V © Lap/ug(g(x)) =2 =V y Tap/mg(g(z)) =z =V
Taa/(9(g(@) =) = (9'(g"(1)) = 1)

=(g"(2) =1)

=(1=1)

-V
Taw/2(9(g(x)) = z) = (9'(9'(2)) = 2)

= (g"(1) = 2)

—(2=2)

=V

Por tanto, Z4((Vx)g(g(x)) = x) = V.
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Ejemplo de dependencia del universo: Sea G la férmula (Vx)(3y)R(y, z), entonces
—Z4(G) =V, siendo Z = (Z,I),I(R) = < y A una asignacién en Z.
—T4(G) =F, siendo T = (N, I),I(R) = < y A una asignacién en Z.

e Ejemplo de dependencia de la estructura: Sea G la férmula (3z)(Vy)R(x,y), en-

tonces
—TA(G) =V, siendo T = (N, I),I(R) = <y A una asignacién en Z.
—Z4(G) =F, siendo T = (N,I),I(R) = > y A una asignacién en Z.

e Ejemplo de dependencia de la asignacién: Sea G la férmula (Vy)R(x,y), entonces

—TA(G) =V, siendo T = (N,I),I(R) =< y A una asignacién en Z tal que

A(x) = 0.
—Z4(G) =F, siendo Z = (N,I),I(R) =<y A una asignacién en Z tal que
A(x) = 5.
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Semantica: Evaluacion de formulas

e Evaluacion de féormulas en las estructuras de las paginas 77-77:

Férmula I, |11\ Zs
(V)0 < x A%
(V) < s(x) |V
F
F

(Fx)s(x) =0
(Fx)s(z) ==

<<
< |H|<
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Semantica: Evaluacion variables libres

e Evaluaciéon y variables libres:
e Sea t un término de L, F una férmula de L e Z una estructura de L.

—Si A y B son dos asignaciones en Z que coinciden sobre las variables de ¢,
entonces T4 (t) = Zp(t).

—Si A y B son dos asignaciones en Z que coinciden sobre las variables libres de
F, entonces Z4(F) = ZIg(F).

— Si t no tiene variables, entonces Z4(F') = Zp(F) para cualesquiera asignaciones
Ay B en Z. Se suele escribir simplemente Z(t).

— Si F es cerrada, entonces Z4(F) = Zg(F') para cualesquiera asignaciones Ay B
en Z. Se suele escribir simplemente Z(F').

— Si las variables libres de F son xz4,...,x,, entonces son equivalentes

— Z4(F) =1, para toda asignacién A en Z.
~Z((Vx1)...(Vx,)F) = 1.
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Semantica: Realizacion de una formula

e Realizaciéon de una féormula:
e Def.: Sean F una féormula de L, Z una estructura de L y A una asignacién en Z.

— (Z, A) es una realizacién de F si Z4(F) = 1.
Se representa por T4 = F.

—(Z, A) no es una realizacién de F' si Z4(F) = 0.
Se representa por T4 [~ F.

— F se verifica en Z respecto de A siZ, = F.
— F no se verifica en Z respecto de A si T4 [~ F.
e Ejemplos: Sea T = (N, I) una estructura tal que I(R) = <.
— Si A es una asignacién en Z tal que A(x) = 0. entonces
Za = (Vy)R(=, y),
— Si A es una asignacién en Z tal que A(x) = 5, entonces

T4 = (Yy)R(z,y),
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Semantica: Satisfacibilidad en una estructura

e Satisfacibilidad en una estructura
e Def.: Sean F una formula de L e Z una estructura de L.
— F es satisfacible en Z si existe alguna asignacién A en I tal que Z4 = F.

— F es insatisfacible en Z si no existe ninguna asignacién A en I tal que Z4 = F.

e Ejemplos: Sea Z = (N, I) una estructura tal que I(R) = <.

— (Vy)R(x,y) es satisfacible en T.
Z4 = (Vy)R(zx,y), con A(x) = 0.
— (Vz)R(x,y) es insatisfacible en Z.
No existe n € N tal que para todo m € N, se tenga m < n.
e Ejemplos: Sea Z = (N, I) una estructura tal que I(R) = >.

— (Vy)R(z,y) es insatisfacible en Z.
No existe m € N tal que para todo n € N, se tenga m > n.

— (Vz)R(x,y) es satisfacible en Z.
Zs = (Vy)R(x,y), con A(z) = 0.
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Semantica: Validez en una estructura

e Validez en una estructura

e Def.: Sean F una férmula de L e Z una estructura de L.

— F es vélida en 7T si, para toda asignacién A en Z, T4 = F.
Se representa por Z = F.

— F no es vélida en Z si, para alguna asignacién A en Z, T4 [~ F.
Se representa por T [~ F.
e Ejemplos: Sea Z = (N, I) una estructura tal que I(R) =<.
- I E (Jy)R(z,y).
Si A es una asignacién en Z, entonces T4 = (Jy)R(x,y)
Lay/a@+u(R(z,y) =V

-1 ¥ (Vy)R(z,y).
Sea A una asignacién en 7 tal que A(x) = 5. Entonces T4 [~ (Vy)R(x,y)

Iapy3(R(x,y)) =F
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Semantica: Satisfacibilidad y validez en una estructura

e Satisfacibilidad y validez en una estructura para sentencias
e Sea F una sentencia de L e Z una estructura de L.
— F es valida en Z syss F' es satisfacible en Z.
— Se cumple una, y sélo una, de las siguientes condiciones

1. F es valida en 7.

2. = F es valida en Z.

e Cierres cuantificacionales:

e Sea F una férmula de L, Z una estructura de L y {z1,...,x,} el conjunto de las

variables libres de F'.
— F es véalida en T syss (Va1) ... (Vx,)F es vdlida en
— F es satisfacible en Z syss (3xq) ... (3x,)F es satisfacible en T
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Semantica: Modelo de una fé6rmula

e Modelo de una formula:
e Def.: Sean F una féormula de L e Z una estructura de L.
—Z esun modelode FsiZ = F.

— 7 no es un modelo de F si T [~ F.

e Ejemplos: Sea Z = (N, I) una estructura tal que I(R) =<. Entonces
T = (3y)R(=,y). T = (Yy)R(z, y).

e Ejemplos: Sea F la férmula (V) f(x,e) = x. Las siguientes estructuras son modelos

de F'.
—(U,I) conU =N, I(e) =0 e I(f) como la suma.
—(U,I) conU = {0,1}*, I(e) = € e I(f) la concatenacidén.
—(U,I)conU =B, I(e) =1e I(f) = Hx

Las siguientes estructuras no son modelo de F
—(U,I) conU =N, I(e) =5 e I(f) como la suma.
—(U,I) conU =N, I(e) =0 e I(f) como el producto.
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Semantica: Satisfacibilidad de una formula

e Satisfacibilidad de una férmula:

e Def.: Sea F una férmula de L.

— F es satisfacible si tiene alguna realizacion
(i.e. existe una estructura Z y una asignacién A en Z tales que Z4(F) = 1).

— F es insatisfacible si no tiene ninguna realizacién
(i.e. para toda estructura Z y toda asignacién A se tiene que Z4(F) = 0).
e Ejemplos:
— (Vy)R(zx,y) es satisfacible
ZAa((Vy)R(z,y)) = 1, siendo T = (N, I), I(R) = <y A(z) = 0.
— (3x)P(x) A (Vz)—P(x) es insatisfacible.
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Semantica: Satisfacibilidad y modelo

e Propiedades:
e Sea F' una férmula cerrada. Son equivalentes:
— F es satisfacible.

— F tiene modelo.

¢ Si F es insatisfacible, entonces no tiene ningiin modelo.
¢ Existen férmulas satisfacibles que tienen realizaciones, pero no tienen modelos.
Por ejemplo, sea F la formula x # y.
La férmula F' es satisfacible
ZA(F) =1, siendo T = ({p, q},I), A(z) = p, A(y) = q

La férmula F' no tiene modelo

Sea Z una estructura. Existe una asignacién A en Z tal que A(z) = A(y).

Luego, Zo(F) =0y I [~ F.
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Semantica: Validez de una formula

e Validez de una formula:

e Def.: Sea F una férmula de L.

— F es valida si toda estructura de L es modelo de F
(i.e. para toda estructura Z y toda asignacién A se tiene que Z4(F) = 1). Se
representa por = F.

— F no es valida si alguna estructura de L no es modelo de F
(i.e. existe alguna estructura Z y alguna asignacién A tales que Z4(F') = 0). Se
representa por = F.
¢ Ejemplos:
— (3x)P(x) V (Vz)-P(x) es valida.
— (Vy)R(z,y) no es vélida.
Za((Vy)R(z,y)) = 0, siendo Z = (N, I), I(R) = < y A(x) = 5.
— (Fz)(P(x) — (Vy)P(y)) es vélida.
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Semantica: Satisfacibilidad y validez

o Relaciones entre satisfacibilidad y validez:

e Prop.: F es valida syss —F' es insatisfacible.

F es valida

<= para toda estructura Z y toda asignacién A se tiene que Z4(F) =1
<= para toda estructura Z y toda asignacién A se tiene que Z4(—F) =0
<= —F es insatisfacible.

e Si F' es valida, entonces F' es satisfacible.

F es valida

= para toda estructura Z y toda asignacién A se tiene que Z4(F) =1
— existe una estructura Z y una asignacién A tales que Z,(F) =1
— F es satisfacible.

e F es satisfacible == —F es insatisfacible.

(Vz)P(x) es satisfacible.
modelo Z = (U, I) con U = {1,2} e I(P) = {a}

—(Vx)P(x) es satisfacible.
modelo Z = (U,I) con U = {1,2} e I(P) = {a}
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Semantica: Realizaciéon de un conjunto de féormulas

e Notacion:

e S,S51,85,... representaran conjuntos de férmulas.

e Realizaciéon de un conjunto de formulas:

e Def.: Sean S un conjunto de féormulas de L, Z una estructura de L y A una
asignacién en Z.

— (Z, A) es una realizacién de S si para toda F' € S se tiene que Z4(F) = 1.
Se representa por Z4 = S.

— (Z, A) no es una realizacién de S si para alguna F' € S se tiene que Z4(F') = 0.
Se representa por Z4 (£ S.

e Ejemplos: Sea S = {(Vy)R(z,y), (Vy)f(z,y) = y}.
- (Z,A) con T = (U,I),U =N,Rl = <, fl = +, A(z) = 0 es realizacién de S.
- (Z,A) con T = (U,I),U =N, R! = <, fI = +, A(x) = 0 no es realizacién de S.
-~ (Z,A) con T = (U,I),U =N,RI = <, fI = %, A(z) = 0 no es realizacién de S.
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Semantica: Consistencia de un conjunto de formulas

e Consistencia de un conjunto de férmulas:
e Def.: Sea S un conjunto de férmulas de L.

— S es consistente si S tiene alguna realizacién

(i.e. existe alguna estructura Z de L y alguna asignacién A en T tales que, para
toda F € S, I4(F) =1).

— S es inconsistente si S no tiene ninguna realizacién
(i.e. para toda estructura Z de L y toda asignacién A en Z, existe alguna F' € S,

tal que I4(F) = 0).
e Ejemplos:
- S ={(Vy)R(z,y), (Vy)f(x,y) = y} es consistente .
(Z,A) con I = (N,I),Rf = <, fI = +, A(x) = 0 es realizacién de S.
-S={P(z) - Q(z), (3y)P(y), ~Q(x)} es inconsistente.
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Semantica: Modelo de un conjunto de férmulas

e Modelo de un conjunto de férmulas:

e Def.: Sean S un conjunto de féormulas de L e Z una estructura de L.

— T es un modelo de S si para toda F € S se tiene que Z = F
(i.e. para toda F' € S y toda asignacién A en Z se tiene Z4(F) = 1).

Se representa por T |= S.

— 7 no es un modelo de S si para alguna F € S se tiene que T [~ F
(i.e. para alguna F € S y alguna asignacién A en T se tiene Z4(F) = 0).

Se representa por T [~ S.

e Ejemplos: Sea S = {R(e,y), f(e,y) = y}.
~Z=(N,I) con R = <, fI = +,e! = 0 es modelo de S.
~Z=(N,I) con R = <, fl = +,e! = 0 no es modelo de S.
—Z = (N,I) con R = <, fI = x,e! = 0 no es modelo de S.

— T = ({0,1}*,I) con R! = prefijo, f! = concatenacién y el = € es modelo de S.
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Semantica: Consistencia y modelo

e Propiedades:

e Sea S un conjunto de férmulas cerradas. Son equivalentes:
— S es consistente.

— S tiene modelo.

¢ Si S es inconsistente, entonces no tiene ningiin modelo.
¢ Existen conjuntos de férmulas consistentes que tienen realizaciones, pero no tienen
modelos.
Por ejemplo, sea S = {x # y}.
El conjunto S es consistente
I4 | S, siendo I = ({p,q},I), A(z) = p, A(y) = ¢
El conjunto S no tiene modelo

Sea T una estructura. Existe una asignacién A en Z tal que A(x) = A(y).
Luego, Za(x #y) =0y I [~ F.
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Semantica: Consecuencia logica

e Consecuencia légica:
e Def.: Sean F una féormula de L y S un conjunto de féormulas de L.

— F' es consecuencia légica de S si todas las realizaciones de S lo son de F'.
(i.e. para toda estructura Z de L y toda asignacién A en Z,
si Zy = S entonces T4 = F).
(i.e. para toda estructura Z de L y toda asignacién A en Z,
si, para todo G € S, T4(G) = 1 entonces T4(F) = 1).
Se representa por S = F.

— F no es consecuencia légica de S si alguna realizacion de S no lo es de F'.
(i.e. para alguna estructura Z de L y alguna asignacién A en Z se tiene que

ITAaESYyZIsaEF).

(i.e. para alguna estructura Z de L y alguna asignacién A en Z se tiene que,
paratodo G € S, Z4(G) =1y Z4(F) = 0).

Se representa por S (£ F.

— Se escribe G = F en lugar de {G} |= F.
— Se escribe G (£ F en lugar de {G} [~ F.
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Semantica: Consecuencia logica

e Ejemplos:
- (Vo) P(x) = P(y)
- P(y) = (Vo) P(x)
(Z,A) con T = (U, I),U = {1,2}, P = {1}, A(y) = 1.
- (Vo) P(z) = (3y)P(y)
~ (3x)P(z) = (Vy) P(y)
Z=(U,I)conU = {1,2}, P = {1}
I=WU,I)conU =Ny Pl ={neN:nespar
- (F2)(Vy)Q(z, y) = (Vy)(Bz)Q(z, y)

- (Vy)(32)Q(z, y) ¥~ (3)(Vy)Q(z,y)
T= (U7 I) con U = {17 2}7 QI = {(17 1)7 (27 2)}
Z=UI)conU=N,Q' =<
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Semantica: Consecuencia logica

e Ejemplos:
—{P(x) — Q(z), P(c)} F Q(c)
—{P(z) — Q(z), Q(c)} = P(c)
—{P(z) — Q(z), ~Q(c)} I ~P(c)
—{P(c), "P(d)} Fc#d
e Ejemplos: Se consideran las férmulas
F, : (Vz)R(z, x),

F : (Vz)(Vy) (R(z,y) — R(y,)).
F3: (Vz)(Vy)(R(z,y) A R(y, ) — = = y),

—{F, F3} = Py
Contraejemplo: Z = (U, I) con U = {a,b} y R' = {(a,a)}
—{F, B2} |~ Fs
Contraejemplo: Z = (U, I) con U = {a,b} y Rl = U?
~{F, B3} E P
LI 2003-04 Ccla Sintaxis y semdntica de la légica de primer orden  6.63

Semantica: Consecuencia logica

e Propiedades:

e S = F syss SU {—F} es inconsistente.
SEF
<= para toda estructura Z de L y toda asignacién A en Z,
si, para todo G € S, T5o(G) = 1 entonces Z4(F) = 1.
<—> para toda estructura Z de L y toda asignacion A en Z,
si, para todo G € S, To(G) = 1 entonces Z4(—F) = 0.
<—> para toda estructura Z de L y toda asignacion A en Z,
existe alguna H € SU {—~F} tal que Z4o(—~H) = 0.
<= S U {-F} es inconsistente.

e Sean F una férmula cerrada de L y S un conjunto de féormulas cerradas de L.
Entonces, F' es consecuencia logica de S syss todos los modelos de S lo son de F'.
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Semantica: Equivalencia légica

e Equivalencia légica

e Def.: Sean F' y G féormulas de L. F y G son equivalentes si para toda estructura Z
de L y toda asignacion A en Z, T4(F) = ZA(G).
Se representa por F = G.

¢ Ejemplos:
— P(z) # P(y).
Z=({1,2},I) con PI = {1} y A(z) =1, A(y) = 2.
— (Vo) P(z) = (Vy) P(y).
— (Vz)(P(z) A Q(z)) = (Va)P(x) A (V&) Q(x).
— (32)(P(z) A Q) = (3x) P(x) A (3z)Q ().
Z = ({1,2},I) con PI = {1} y QT = {2}.

¢ Propiedades: Sean F' y G férmulas cerradas de L.
—F=Gsyss = F « G.
—-F=Gsyss FEGyGEF.
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LI 2003-04 Ccla Célculo deductivo de primer orden 7.1

Reglas del cuantificador universal

e Regla de eliminaciéon del cuantificador universal

¢ Regla de eliminacién del cuantificador universal:
(Vx)F

Flx/t]
donde [x/t] es libre para F.

Ve

e Nota: Analogia con Ae; y Aes.

e Ejemplo 1: P(c), (Vz)(P(x) — -Q(x)) F ~Q(c)
1:actualy, P(y) , ¥x.(P(x)—>—Q(x))  premises
2: P(y)——Q(y) Ve 13,1.1
3: -Q(y) —e 2,12

* Nota: (Vz)(3y)(z < y) 7 (3y)(y < v).
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Reglas del cuantificador universal

e Regla de introduccion del cuantificador universal

¢ Regla de introduccién del cuantificador universal:

Lo

Flz /)
(Va)F

donde x( es una variable nueva, que no aparece fuera de la caja.

Vi

e Nota: Analogia con Ai.
e Ejemplo 2: (Vz)(P(x) — Q(x)), (Vx)P(x) + (Vx)Q(x)
1: W (P(x)—>Q(x)) , Yx.P(x)  premises

2 :| actual i assumption
3:] P(i)—Q(i) Ve 112
4| P(i) Ve 122
5: Q() —e 34
6 : ¥x.Q(x) Vi 2-5
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Reglas del cuantificador existencial

e Regla de introduccion del cuantificador existencial

¢ Regla de introduccion del cuantificador existencial:
Flz/t]
(Fx)F
donde [x/t] es libre para F.

=1

e Nota: Analogia con Vi; y Vis.

e Ejemplo 3: (V)P (x) F (3x)P(x)
1: actual j, Vx.P(x)  premises
2: P() Ve 12,11
3: Ix.P(x) 3 211
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Reglas del cuantificador existencial

e Regla de eliminaciéon del cuantificador existencial

¢ Regla de eliminacién del cuantificador existencial:
xo Flx/xo)

(32)F G
G

donde x( es una variable nueva, que no aparece fuera de la caja.

de

e Nota: Analogia con Ve.
e Ejemplo 4: (Vz)(P(x) — Q(x), (3x)P(x) - (Fz)Q(x)
1: W (P(x)—>Q(x)) , x.P(x) premises

2 :| actual i, P(i) assumptions
3:| P()—Q) Ve 1.12.1
4:] Qi) —e 322
5:] X.Q(x) Ji 421
6 : Ix.Q(x) Je 122-5
LI 2003-04 Ccla Célculo deductivo de primer orden 7.5

Reglas del cuantificador existencial

* Ejemplo 5: (Vz)(Q(z) — R(z)), (3z)(P(z) A Q(z)) = (3z)(P(x) A R(x))

1:Yx.(Qx)—R(x)) , X.(PX)AQ(x)) premises

21| actual i, P())AQ(i) assumptions
3:] Q>)—R(i) Ve 1.12.1
4 :1 Q(i) Ne 22

5| R() e 34
6:| P(i) Ne 22

7| P()AR() Al 6,5

8 :| Ix.(P(x)AR(x)) Ji 7,2.1

9 : IK.(P(X)AR(x)) Je 12,2-8
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Reglas del cuantificador existencial

e Ejemplo 6: (3z)P(z), (Vz)(Vy)(P(z) — Q(y)) F (Vy)Q(v)

1: X.P(x) , ¥xVy.(P(x)—Q(y)) premises

2 :| actual i assumption
3 actual il, P(il) assumptions
4 | Vy.(P(i1)—Q(y)) Ve 1231
5 : P(i1)—Q(i) Ve 472
6 Q(i) —e 532
7:] Q) Je 1.13-6
8 : Vy.Q(y) Vi 2-7
LI 2003-04 Ccla Célculo deductivo de primer orden 7.7
Equivalencias

e Equivalencias:
e Sean F' y G férmulas.
[1(a)] 7(Vx)F = (3x)F
[1(b)] ~(3x)F = (Vx)F

e Sean F' y G férmulas y « una varible no libre en G.
[2(a)] (Vz)F NG = (Vz)(F AN G)
[2(b)] (V2)F VG = (Vz)(F V G)
[2(c)] (Fx)F AG = (Fx)(FAG)
[2(d)] Bx)F VG = 3z)(FVG)
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Equivalencias

e Sean F' y G férmulas.
[3(a)] (Vz)F A (V)G = (Vx)(F N G)
[3(b)] (Fz)F Vv (Fz)G = (3z)(F V G)

e Sean F' y G férmulas.
[4(a)] (Vz)(Vy)F = (Vy)(Vz)F
[4(b)] (3z)(3y)F = (3y)(Fx) F

LI 2003-04

Calculo deductivo de primer orden

7.9

Equivalencias

e Equivalencia 1(a): —=(Vx)F + (3z)-F

1: —|VX.P(X)

-y
o

O© 0o N O Ot & W N

—3x .= P(x)

actual i

- P(i)
E|X.—|P(X)
1

P(i)

Vx.P(x)
1

: x.~P(x)

premise
assumption
assumption

assumption
Ji 43
e 5,2

RAA 4-6

Vi 3-7
—e 8,1

RAA 2-9

LI 2003-04
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Equivalencias

e Equivalencia 1(a): (3z)—F + —(Vx)F

1: Xx.=P(x) premise
2| =—x.P(x) assumption
3 VX. P(X) -—e 2
4 .|| actual i, =P(i) assumptions
5: P(i) Ve 34.1
6 J_ —-e b5 ,4- 2
7 1 Je 14-6
8 : =¥x.P(x) RAA 2-7
LI 2003-04 Ccla Célculo deductivo de primer orden 7.11
Equivalencias

e Equivalencia 1(a): —=(Vx)F = (3z)—-F

: X APX)—-Vx.P(x)  —i 4-5
: VX .P(x)é—3Ix.~P(x) i 36

1:] —¥x.P(x) assumption

2:| Xx.AP(x) Conjecture =Vx.P(x) F Ix.—P(x) 1
3 aWx.P(x)—3x.=P(x) —i 1-2

4 1 Ix.=P(x) assumption

5:] —x.P(x) Theorem Ix.—P(x) - —Vx.P(x) 4
6

7
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Equivalencias

e Equivalencia 3(a): (Vz)(F A G) + (Vx)F A (Vx)G

1: x.(P(x)AQ(x)) premise

2 :| actual il assumption
3:| P(i1)AQ(i1) Ve 172

4 :1 P(il1) Nel 3

5: Vx.P(x) Vi 24

6 :| actual i assumption
7 P(HAQ(I) Ve 1,6

8:| Q() ne2 7

9 : Vx.Q(x) Vi 6-8

10 : Vx.P(x)AVXx.Q(x)  Ai 59

LI 2003-04 Ccla Célculo deductivo de primer orden 7.13
Equivalencias
e Equivalencia 3(a): (Vz)F A (V)G + (Vx)(F A G)

1: Vx.P(x)AVX.Q(x) premise
2 :| actual i assumption
3:| ¥x.P(x) Ne 1
4 :1 P(i) Ve 32
5:] Vx.Q(x) Ne 1
6:] Q(i) Ve 5,2
7] P())AQ(i) Ai 4.6
8 : Vx.(P(x)AQ(x)) Vi 2-7
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Equivalencias

¢ Equivalencia 3(a): (Vz)(F A G) = (Vx)F A (V2)G

1:| Vx.(P(x)AQ(x)) assumption

21| Wx.P(x)AVx.Q(x) Theorem Vx.(P(x)AQ(x)) F Vx.P(x)AVx.Q(x) 1
3 WX.(P(X)AQ(x))—VX.P(x)AVx.Q(x) —i 1-2

41| Yx.Px)AVx.Q(x) assumption

5:| Vx.(P(x)AQ(x)) Theorem Vx.P(x)AVx.Q(x) F Vx.(P(x)AQ(x)) 4
6 : Vx.P(x)AVx.Q(x)—Vx.(P(x)AQ(x)) —i 4-5

7 2 Yx.(P(x)AQ(X))=Vx.P(x)AVX.Q(x) i 3,6
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Equivalencias

e Equivalencia 3(b): (3z)F V (Fx)G + (Fz)(F V G)

1: x.P(x)vIx.Q(x) premise
2| Ix.P(x) assumption
3:|| actual i, P(i) assumptions
411 P>i)vQ(i) Vil 3.2
5:1 | X.(P(x)VQ(x)) Ji 431
6 :| Ix.(P(x)vQ(x)) Je 23-5
7] x.Q(x) assumption
actual i1, Q(i1) assumptions
1| P(i1)vQ(i1) Vi2 82
10 - | 2x.(P(x)VQ(x)) Ji 981
11 | Ix.(P(x)vQ(x)) Je 78-10
12 : K (P(x)VQ(x)) Ve 12-6,7-11
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Equivalencias

¢ Equivalencia 3(b): (3z)(FV G) F (3z)F Vv (3z)G

1: X.(Px)VQ(x))

2 :| actual i, P(i)vQ(i)

3:0| P(i)

4 -1 Ix.P(x)

5 Ix.P(x)Vv3Ix.Q(x)
6:|] Q)

7| HXx.QKx)

8 || 2x.P(x)vIx.Q(x)

9:| X.P(x)vix.Q(x)

10 : Ix.P(x)v3x.Q(x)

premise
assumptions

assumption
Ji 321
V intro 4

assumption
di 6,2.1
V intro 7

Ve 223-56-8
Je 12-9

LI 200304 Ccla
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Equivalencias

e Equivalencia 3(b): (3z)F V (x)G = (Fx)(F V G)

. P(x)VvIx.Q(x)
X (PX)VAX))

Ix.P(x)VIx.Q(x)

: X PHE)VIX.Q(X)—Ix.(P(X)VQ(X))

assumption

Theorem 3x.P(x)vIx.Q(x) F Ix.(Px)vQ(x)) 1
—i 1-2

assumption
Conjecture 3x.(P(x)VQ(x)) F Xx.Px)v3Ix.Q(x) 4

X (P(x)VQ(x))—X.P(x)vIx.Q(x) —i 4-5
: X.PX)VIX.Q(X)>3X.(P(x)vQ(X)) i 3,6

1
2
3
4| H.(Px)VQ(x))
5
6
.

LI 2003-04 Ccla
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Equivalencias

e Equivalencia 4(b): (3z)(3y)F + (3y)(3x)F

1: Ix.3Jy.P(xy) premise

2 :| actual i, 3y.P(iy) assumptions

3 actual i1, P(i,i1) assumptions

4| K.Px,i1) Ji 3221

5:1| dy.2x.P(x)y) Ji 43.1

6 :| Jy.3x.P(xy) Je 22,3-5

7 Jy.x.P(xy) Je 12-6
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Equivalencias

e Equivalencia 4(b): (3z)(3y)F = (Jy)(3x)F

1:] X.3Jy.P(xy) assumption

2| Jy.x.P(xy) Conjecture Ix.Jy.P(xy) + Jy.x.P(xy) 1
3: X.Jy.P(xy)—3y.3x.P(xy) —i 1-2

4| Iy.X.P(xy) assumption

5:| x.3Jy.P(xy) Conjecture Ix.3y.P(xy) F Jy.Ix.P(xy) 4
6: Jy.X.Pxy)—3x3Jy.Pxy) —i 4-5

71 Ix.dy.P(xy)—3y. X P(xy) i 3,6

LI 2003-04 Ccla Célculo deductivo de primer orden 7.20
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Reglas de la igualdad

¢ Regla de eliminacion de la igualdad:
tl = t2 F[Q}/tl] —e
Flaz/t,]

donde [x/t1] y [x/t2] son libres para F.

¢ Ejemplo:
1 (z4+1)=(01+=x) premisa
2 (x+1>1) > (x+1>0) premisa
3 14+xz>1)—-(1+x>0) =el,2
° Ejemplo: tl = tz, t2 = t3 - t]_ = t3
1 t; =ty premisa

2 ty = t; premisa
3 tl = t3 =e 2,1

LI 200304 Ccla

Calculo deductivo de primer orden

7.21

Reglas de la igualdad

¢ Regla de introduccién de la igualdad:

7

t=t
e Ejemplo: t; = to, - to =t

1 t; =ty premisa
2 tl - tl :l
3 tz = tl =€ 1,2

LI 2003-04 Ccla

Célculo deductivo de primer orden

7.22
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LI 2003-04 CCIA Formas normales. Clausulas 8.1

Equivalencias

e Equivalencia légica

e Prop.: F =G syss = F « G.

e Propiedades basicas de la equivalencia légica:
e Reflexiva: FF = F
e Simétrica: Si F = G, entonces G = F

e Transitiva: Si F =Gy G = H, entonces FF = H

e Principio de sustitucion de férmulas equivalentes:

e Prop.: Si en la féormula F se sustituye una de sus subférmulas G por una férmula

G’ l6gicamente equivalente a G, entonces la féormula obtenida, F’, es 16gicamente
equivalente a F'.

e Ejemplo: F = (Vz)P(x) — (Jz)Q(x)
G = (Vx)P(x)
G" = (Vy)P(y)
F' = (Vy)P(y) — (32)Q()

LI 2003-04 Ccla

Formas normales. Clausulas 8.2
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Forma rectificada

e Fdérmula en forma rectificada:

e Def.: F esta en forma rectificada si ninguna variable aparece libre y ligada y cada
cuantificador se refiere a una variable diferente.

e Ejemplos: (Vx)P(xz) — (Vy)Q(z,y) estd en forma rectificada
(Vz)P(x) — (Vy)Q(x,y) no estd en forma rectificada
(Vz)P(x) — (Vx)Q(z,x) no estd en forma rectificada

e Prop.: Para toda férmula F existe una férmula equivalente G en forma rectificada.
e Lema del renombramiento: Si y no aparece libre en F', entonces

(Vz)F = (Vy) Flz/y]

(3z)F = (Jy) Flz/y].
¢ Ejemplos de rectificacién:

(Vo) P(x) — (V2)Q(z,2) = (Vo)P(x) — (Vu)Q(2,u)
(Vo) P(z) — (Vy)Q(z,y) = (V2)P(2) — (Vy)Q(z,y)

LI 2003-04 CCIA Formas normales. Clausulas 8.3

Forma normal prenexa

e Formula en forma normal prenexa

e Def.: La férmula F estd en forma normal prenexa (FNP) si es de la forma
(Qiz1) ... (Qnxyn)G, donde Q; € {V,3}, n > 0 y G no tiene cuantificadores.

(Q1z1) . .. (Qnxy) se llama el prefijo de F' y G se llama la matriz de F'.

e Ejemplos:
Foérmula ;esta en FNP?
—(3x)[P(x) — (Vz)P(x)] no
(Vo) (3y)[P(x) A =P (y)] si
(Vz)P(z) vV (3y)Q(y) no
(Vz)(3y)[P(z) V Q(y)] si
(3y) (Vo) [P(z) V Q(v)] si
2((vz)[P(z) — Q(z)] A (Vz)[Q(x) — R(x)] — (Vz)[P(z) — R(x)]) no
(3z)(Vz) (Vy) [(=P(z) V Q(z)) A (=Q(y) V R(y))) A (P(2) A ~R(2))] si
LI 2003-04 Ccla

Formas normales. Clausulas 8.4
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Forma normal prenexa: Calculo de forma normal prenexa

e Algoritmo de calculo de forma normal prenexa:

e Algoritmo: Aplicando a una férmula los siguientes pasos se obtiene otra férmula
equivalente y que esta en forma normal prenexa rectificada:

1. Rectificar la férmula usando las equivalencias
(V2)F = (Vy)Flz/y] (1)
(32)F = (3y) Flz/y] (2)
donde y es una variable que no ocurre libre en F'.

2. Eliminar los bicondicionales usando la equivalencia

F—-G=(F—->G)N(G—F) (3)

3. Eliminar los condicionales usando la equivalencia
F—-G=-FVG (4)
LI 2003-04 CCIA Formas normales. Clausulas 8.5

Forma normal prenexa: Calculo de forma normal prenexa

e Algoritmo (cont.)

4. Interiorizar las negaciones usando las equivalencias

—(FAG)=-FV-G (5)
-(FVG)=-FAN-G (6)
——F=F (7)
-(Va)F = (3x)-F (8)
—(3x)F = (Vx)-F (9)
5. Exteriorizar los cuantificadores usando las equivalencias
(Ve)F AG = (Vz)(FAG) con x no libre en G. (11)
(Ve)F VG = (Vz)(F VG con x no libre en G. (12)
(Fx)FAG = (Fz)(FAG) con z no libre en G. (13)
(Fx)F VG = (3x)(F VvV G) con x no libre en G. (14)
GAN (Vz)F = (Vz)(GANF) con x no libre en G. (15)
GV (Vz)F = (Vx)(G V F) con x no libre en G. (16)
GA (Jz)F = (3x)(GAF) con z no libre en G. (17)
GV (3x)F = (F=)(G V F) con x no libre en G. (18)

LI 2003-04 CCIA Formas normales. Clausulas 8.6
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Forma normal prenexa: Calculo de forma normal prenexa

e Ejemplo de calculo de una forma normal prenexa de
—(Fz)[P(z) — (Vz)P(z)]

—(3z)[P(z) — (Vy)P(y)]  [por (1)]
=(3z)[-P(z) vV (Vy)P(y)] [por (4)]
(V) [~(~P(x) vV (Vy) P(y))] P)OI‘ (9)]
[

(Vx)[-—=P(x) A =(Vy)P(y)] [por (6)]
(Vx)[P(z) A (3y)~P(y)] por (7y 8)]
= (Vz)(3y)[P(z) A =P(y)] [por (17)]

¢ Ejemplo de cdlculo de una forma normal prenexa de
(Vo) P(z) vV (3y)Q(y)
= (Vz)[P(z) vV (3y)Q(y)] [por (12)]
= (Vz)(3y)[P(z) vV Q(y)] [por (18)]
e Ejemplo de calculo de otra forma normal prenexa de
(Vo) P(x) v (Fy)Q(y)
= (Fy)[(Va)P(z) vV Q(y)] [por (18)]
= (3y)(vz)[P(z) vV Q(y)] [por (12)]

LI 200304 Ccla Formas normales. Clausulas 8.7

Forma normal prenexa: Calculo de forma normal prenexa

¢ Ejemplo de calculo de una forma normal prenexa de

~((Vz)[P(z) — Q)] A (V2)[Q(2) — R(z)] — (Vo)[P(z) — R(z)])

= ~((vz)[P(z) — Q)] A (Vy)[Q(y) — R(y)] — (V2)[P(z) — R(2)]) por (1)]

= 2(=((ve)[~P(z) V Q)] A (Vy)[-Q(y) V R(y)]) V (V2)[-P(2) V R(2)]) [por (4)]

= ~((Vz)[-P(z) V Q(z)] A (Vy)[-Q(y) V R(y)]) A =(V2)[~P(2) V R(2)] [por (6)]

= ((Vo)[=P(z) vV Q(z)] A (Vy)[-Q(y) V R(y)]) A (32)[~(=P(2) V R(2))] [por (7, 8)]
(vz)[-P(z) vV Q)] A (Vy)[-Q(y) V R(y)]) A (32)[-~P(2) A =R(z)]  [por (6)]

[
[
[
[
[
(Vo) [=P(z) vV Q(@)] A (Vy)[-Q(y) V R(y)]) A (32)[P(2) A ~R(2)] [por (7)]
[
[
[
[
[

(F2) (Vo) [=P(z) vV Q(@)] A (YY) [-Q(y) V R(y)]) A (P(2) A —R(2))]  [por (17)]
(32)[(Vo)[(=P(z) vV Q(z)) A (Vy)[-Q(y) V R(y)]] A (P(2) A ~R(2))]  [por (11)]
(32) (V) [((=P(z) vV Q(z)) A (Vy)[-Q(y) vV R(y)]) A (P(2) A ~R(2))]  [por (11)]
= (32) (Vo) [(Vy)[(=P(z) vV Q(z)) A (=Q(y) V R(y))] A (P(2) A ~R(2))]  [por (15)]
= (32)(Vz)(Vy)[(~P(z) vV Q(x)) A (Q(y) V R(y))) A (P(2) A ~R(2))]  [por (11)]

LI 2003-04 CCIA Formas normales. Clausulas 8.8
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Forma normal prenexa conjuntiva

e Formula en forma normal prenexa conjuntiva

e Def.: La férmula F estd en forma normal prenexa conjuntiva (FNPC) si es de la
forma (Qix1) ... (Qnx,)G, donde Q; € {V,3}, n > 0, G no tiene cuantificadores y
G esta en forma normal conjuntiva.

e Algoritmo de calculo de forma normal prenexa conjuntiva:

e Algoritmo: Aplicando a una férmula los siguientes pasos se obtiene otra férmula
equivalente y que esta en forma normal prenexa conjuntiva rectificada:

1. Calcular una forma normal prenexa rectificada usando las equivalencias (1)—(18)

2. Interiorizar las disyunciones usando las equivalencias
AV (BAC)=(AVB)A(AVO) (19)
(AANB)VC=(AVC)A(BV(O) (20)
e Ejemplo de célculo de una FNPC de (Vz)(3y)[P(x) V (Q(y) A " R(y))]:

(V) (3y)[P(z) V (Q(y) N —~R(y))]
= (Vo) 3y)[(P(z) vV Q(y)) A (P(z) V ~R(y))] [por (19)]

LI 2003-04 CCIA Formas normales. Clausulas 8.9

Forma de Skolem

e Forma de Skolem:

e Def.: La férmula F estd en forma de Skolem (FS) si es de la forma
(V1) ... (Vx,)G, donde n > 0 y G no tiene cuantificadores.

e Ejemplos: (Vx)(3y)P(x,y) no estd en forma de Skolem
(Vx)P(x, f(x)) siestd en forma de Skolem
(3x)Q(x) no esta en forma de Skolem
Q(a) si estd en forma de Skolem

e Equisatisfacibilidad:

e Def.: Las férmulas F' y G son equisatisfacible si:
F' es satisfacible syss G es satisfacible.
Se representa por F =,,; G

e Ejemplos: (3x)Q(x) =t Q(a)
(3z2)Q () # Q(a)
(V) (FY) P(2,y) =sar (V2)P(2, f())
(Vz)(3y)P(z,y) # (Vo)P(z, f())

LI 2003-04 CCIA Formas normales. Clausulas 8.10
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Forma de Skolem

e Propiedades:

e Si a es una constante que no ocurre en F, entonces (3x)F =, Fz/a).
e Si g es un simbolo de funcién n—aria que no ocurre en F', entonces
(Vx1) ... (Vo) (3z)F =50t (V1) ... (V) Flx/g(1,. ..y 20)].
e Algoritmo de calculo de forma de Skolem:

e Algoritmo: Sea F una férmula en forma normal prenexa rectificada, la forma de
Skolem de F es

Sko(G[x/al), si F' es (3z)G y a es una nueva constante
que no ocurre en F (constante de Skolem);
Sko(F) = Sko(Glx/f(x1,...,2pn)]), siF es (Vaoy)...(Ve,)(3x)G y f es un simbolo

de funcién n—aria que no ocurre en F
(funcién de Skolem);

F, si F esta en forma de Skolem

e Propiedad: Si F es una formula en forma normal prenexa rectificada, entonces
Sko(F') estd en forma de Skolem y Sko(F') =,,; F.

LI 2003-04 CCIA Formas normales. Clausulas 8.11

Forma de Skolem: Calculo de forma de Skolem

¢ Ejemplos de calculo de forma de Skolem:

— Ejemplo 1:
Sko((Fx)(Vy)(Vz)(Fu) (Vv)(Fw)P(z, vy, z, u, v, w))
= Sko((Vy)(Vz)(Fu)(Vv)(Fw)P(a,y, 2z, u, v,w))
= Sko((Vy)(Vz)(Vv)(Fw)P(a, y, 2, f(y, 2), v, w))
= Sko((Vy)(Vz)(Vv)P(a,y, 2, f(y, 2),v,9(y, 2,v)))
= (Yy)(Vz)(Vv)P(a,y, z, f(y, 2), v, 9(y, z,v))

— Ejemplo 2:
Sko((Vz)(Jy)(Vz)(Fw)[~P(a, w) V Q(f(x), y)])
= Sko((V)(Vz)(Fw)[=P(a, w) V Q(f (), g1(h(x)))])
= Sko((Vx)(Vz)[~P(a, g:(x, 2)) V Q(f(x), g1(h(x)))])
= (Vz)(Vz)[-P(a, g2(z, 2)) V Q(f(x), g1(h(x)))]

LI 2003-04 CCIA Formas normales. Clausulas 8.12
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Forma de Skolem: Calculo de forma de Skolem

¢ Ejemplo de calculo de una forma de Skolem de
=(Jx)[P(x) — (Vz)P(x)]
(V) (3y)[P(z) A ~P(y)] [por pagina 77]
sat (VZ)[P(x) A 2P (f(2))]

¢ Ejemplo de calculo de una forma de Skolem de
(V) P(x) Vv (Jy)Q(y)
(V) (3y)[P(x) V Q(y)] [por pagina 77|
sat (Vo) [P(z) V Q(f(2)))]

¢ Ejemplo de calculo de otra forma de Skolem de
(Vo) P(z) vV (3y)Q(y)
(3y)(Ve)[P(x) vV Q(y)] [por pagina 77|

sat (vm)[P(m) \ Q(a’)]

¢ Ejemplo de calculo de una forma de Skolem de

~((Ve)[P(z) — Q(z)] A (V2)[Q(x) — R(x)] — (Va)[P(x) — R(x)])

(32) (V) (Vy) [((=P(z) V Q(x)) A (=Q(y) V R(y))) A (P(z) A —R(2))] [por p. 77]
sat (VZ)(VY)[((~P(x) V Q(x)) A (=Q(y) V R(y))) A (P(a) A ~R(a))]

LI 2003-04 CCIA Formas normales. Clausulas 8.13

Logica clausal: sintaxis

e Sintaxis de la légica clausal

e Un atomo es una férnula atémica.
Variables sobre atomos: A, B,C,..., Ay, As,...

e Un literal es un dtomo (A) o la negacién de un atomo (—A).
Variables sobre literales: L, Ly, Lo, ....

e Una clausula es un conjunto finito de literales.
Variables sobre clausulas: C,Cy,Cs, .. ..

e La clausula vacia es el conjunto vacio de literales.
La clausula vacia se representa por [.

e Conjuntos finitos de clausulas.

Variables sobre conjuntos finitos de clausulas: S, .S, Ss,....

LI 2003-04 CCIA Formas normales. Clausulas 8.14
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Loégica clausal: semantica

e Formulas correspondientes:

e Def.: La férmula correspondiente a la cldusula {Lq,...,L,} es
(Vx1) ... (Vap)[L1 V ...V Ly],
donde x4, ...,x, son las variables libres de L, V ...V L,.
e Def.: La férmula correspondiente a la clausula O es L.

e Def.: La féormula correspondiente al conjunto de clausulas
{{L},... ,L;l}, coos {LT s L }) s
(Vx1) ... (Vap) (L1 V... VLI )AL A (LT V.oV L )],
donde 1, ..., x, son las variables libres de (L] V ...V L1111) Ao o A(LTPV .o VLT ).

e Def.: La férmula correspondiente al conjunto de clidusulas @ es T.
e Semantica:
e Def.: En cualquier interpretaciéon Z = (U, I), I(T) =1e I(L) = 0.

e Def.: Los conceptos semanticos relativos a las clausulas y a los conjuntos de
clausulas son los de sus correspondientes formulas.

LI 2003-04 CCIA Formas normales. Clausulas 8.15

Forma clausal de una formula

e Forma clausal de una formula

e Def.: Una forma clausal de una férmula F es un conjunto de clausulas S tal que
F =sat S.

e Algoritmo: Aplicando a la formula F' los siguientes pasos se obtiene S que una
forma clausal de F':

1. Sea F; = (3y1) ... (Jyn) F, donde yi,...,y, son las variables libres de F.

2. Sea F; una forma normal prenexa conjuntiva rectificada de F; calculada medi-
ante el algoritmo de la pagina ?7?.

3. Sea F3 = Sko(F3), que tiene la forma
(Vz1) ... (Vap)[(L1 V.. . VL) Ao ALYV eV LT ],
4. Sea S = {{Li,...,L}ll},...,{LT,...,L;’L’m}}.

(] PI‘Op.Z F =0 F\ = F; =54 F3 = S.

LI 2003-04 CCIA Formas normales. Clausulas 8.16
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Forma clausal de una férmula: Ejemplos

e Ejemplo de calculo de una forma clausal de
=(Jx)[P(x) — (Vz)P(x)]

sat (V@)[P(z) AP (f(x))]  [pag. 77|
{P()}, {~P(f(2))}}

e Ejemplo de calculo de una forma clausal de
(V) P(x) vV (3y)Q(y)

sat (VZ)[P(x) V Q(f()))] [pag. ?7]
{P (=), Q(f(=)))}}

¢ Ejemplo de calculo de otra forma clausal de
(V) P(x) Vv (3y)Q(y)

sat (‘v’ac)[P(m) VQ(G‘)] [pég ??]
{{P(z),Q(a)}}

¢ Ejemplo de calculo de una forma clausal de
—((Vz)[P(z) — Q(z)] A (Vo)[Q(z) — R(z)] — (V)[P(xz) — R(z)])
=sat (VZ)(VY)[((-P(z) V Q(z)) A (—Q(y) V R(y))) A (P(a) A —R(a))]  [pag. 77]
= {{_'P(w)a Q(m)}’ {_'Q(y)a R(y)}a {P(a)}a {_'R(a)}}

LI 2003-04 Ccla Formas normales. Clausulas  8.17

Forma clausal de una formula: Ejemplos

e Ejemplo de calculo de una forma clausal de
—(3z)[P(z,2) V (Vy)Q(z, f(¥))] V (Vy) P(g(z,y), =)

Ssar (32)[~(3x)[P(z, 2) V (VY)Q(=, fF(y))] V (Vy) P(g(z,y), )] 1]
(32)[~(F2)[P(z, 2) V (Vy)Q(z, f(y))] V (Yw) P(g(z, w), 2)] (1)]
(32)[(Vz)[~(P(z, 2) V (YY) Q(=, f(y)))] V (Vw)P(g(x, w), 2)] (9)]
(32)[(Vz) [~ P(z, 2) A ~(VY)Q(z, f(y))] V (Vw)P(g(z, w), 2)] (6)]
(32)[(Vz)[~P(z, 2) A (Fy)~Q(z, f(y))] V (Vw)P(g(z, w), 2)] (8)]

[
[
[
[
[
(B2) (V) [(~P(z, 2) A Fy)=Q(x, f(y))) V (Vw) P(g(z, w), 2)] [(12)]
[
[
[
[
[
[

(32) (Vo) [By) [P (=, 2) A =Q(z, f(y))] vV (Vw) P(g(z, w), 2)] (17)]
(32)(Ve) Fy) [(=P(z, 2) A =Q(=, f(y))) V (Vw) P(g(z, w), )] (14)]
(32) (V) Fy) (Yw) [(—P(z, 2) A =Q(x, f(y))) V P(g(z, w), 2)] (16)]
(32) (Va) (3y) (Yw) [(=P(z, 2) V P(g(z, w), 2)) A (=Q(z, f(y)) V P(g(z, w), 2))] [(20)]
sat. (V&) (Fy) (Vw)[(=P(z, a) V P(g(z, w), a)) A (=Q(z, f(y)) V P(g(z, w), a))] Sko]
sat. (V&) (Vw)[(=P(z, a) V P(g(z, w), a)) A (=Q(z, f(h(z))) V P(g(z, w), a))] Sko]

{{-P(z,a), P(g(x,w),a))}, {-Q(z, f(h(x))), P(g9(z,w),a))}}

LI 2003-04 CCIA Formas normales. Clausulas 8.18
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Forma clausal de una férmula: Ejemplos

e Ejemplo de calculo de una forma clausal de
~((Ve)[P(z) — Q(z)] A (Fz) P(x) — (32)Q(x))
—~((Vz)[P(z) — Q(z)] A (3y)P(y) — (32)Q(2))
~(=((v2)[P(z) — Q(2)] A Fy)P(y)) V (32)Q(2))
~(=((Ve)[-P(x) vV Q(2)] A By)P(y)) V (32)Q(2))
—=((Va)[=P(z) vV Q(z)] A (3y) P(y)) A =(32)Q(2)
(Vz)[-P(z) vV Q(z)] A (Fy)P(y)) A =(32)Q(2) (7)]
(Vo) [-P(z) vV Q(z)] A (3y)P(y)) A (V2)=Q(2) (9)]

[(2)]
[
[
[
[
[
(FY)[(Va)[-P(z) V Q(x)] A P(y)] A (V2)=Q(2) [(A7)]
[
[
[
[
[

(4)]
(4)]
(6)]

By [((V)[=P(z) vV Q(z)] A P(y)) A (V2)=Q(2)]  [(13)]
(FY)[(Vo)[(=P(z) vV Q(z)) A P(y))] A (V2)-Q(2)]  [(11)]
Fy) (Vo) [(=P(z) vV Q(z)) A P(y)) A (V2)=Q(2)]  [(11)]
(3y) (Ve) (V2)[(=P(x) v Q(z)) A P(y) A —Q(2)] (15)]
sat (V2)(V2)[(=P(2) V Q(x) A P(a)) A ~Q(2)] (15)]

{{=P(2),Q(2)}, {P(a)},{-Q(2)}}

CCIA Formas normales. Clausulas 8.19
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Forma clausal de un conjunto de férmulas

e Equisatisfacibilidad de conjuntos de férmulas:

e Def.: Los conjuntos de formulas S; y S> son equisatisfacible si:
S1 es satisfacible syss S, es satisfacible.
Se representa por S; =;.¢ So

e Forma clausal de un conjunto de férmulas

e Def.: Una forma clausal de un conjunto de férmulas S es un conjunto de clausulas
equisatisfacible con S.

e Prop.: Si Sy,...,S5,, son formas clausales de Fi,...,F,, entonces S;U...U S, es
una forma clausal de {Fi,..., F,}.

¢ Ejemplo: Una forma clausal de

{(vo)[P(z) — Q(z)], Bz) P(x), ~(32)Q(x)}

€es

{{—=P(2),Q(2)}, {P(a)}, {—Q(2)}}-

LI 2003-04 CCIA Formas normales. Clausulas 8.20
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Reduccion de consecuencia a insatisfacibilidad de clausulas

e Reduccion de consecuencia a insatisfacibilidad de clausulas:

e Prop: Sean S5i,...,S, formas clausales de las formulas Fj,..., F,,. Si S es una
forma clausal de =G, entonces son equivalentes

1. {F,...,F,} E G.
2. {Fy,...,F,, -G} es insatisfacible.
3. 5,U...US, US es insatisfacible.

e Ejemplos:
— Ejemplo 1:
{(vz)[P(z) — Q(z)], (Fz)P(z)} = (3)Q(x)
syss {{—P(x),Q(x)},{P(a)}, {—Q(2)}} es insatisfacible.
— Ejemplo 2:
{(va)[P(z) — Q(z)], (Vz)[Q(x) — R(z)]} = (Vo)[P(z) — R(x)]
syss {{-~P(x),Q(x)}, {-Q(y), R(y)},{P(a)},{—~R(a)}} es insatisfacible.

LI 2003-04 CCIA Formas normales. Clausulas 8.21
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CCIA Modelos de Herbrand 9.1

Reduccion de la LPO basica a proposicional

e Observacion:

e En este tema solo se consideran lenguajes de primer orden sin igualdad.
e Reducciéon de la LPO basica a proposicional
e Def.: Una férmula béasica es una férmula sin variables ni cuantificadores.
e Prop.: Sea S un conjunto de férmulas basicas. Son equivalentes:
1. S es consistente en el sentido de la l6gica de primer orden.

2. S es consistente en el sentido de la légica proposicional.

LI 2003-04 CCIA Modelos de Herbrand 9.2
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Reduccion de la LPO basica a proposicional

e Ejemplos:

—{P(a) v P(b),~P(b) V P(c), P(a) — P(c)}

es consistente en el sentido de la 1égica de primer orden (con modelos Zy, T, Zg).

—{P(a) v P(b),~P(b) V P(c), P(a) — P(c),~P(c)}
es inconsistente en el sentido de la l6gica de primer orden.

PI

P(a) Vv P(b)

P(a) — P(c)

—P(c)

7
7,
I3
Z
Zs
Ts
I
Iy

0
{c'}
{o'}

{bI, CI}

{a'}

{a’, "}
{a’,b"}
{a’, 0", c"}

0

_ e e e e e O

_ O O R

1

_H O R OKF KM

SR O OO

LI 2003-04

Ccla

Modelos de Herbrand

9.3

Reduccién de la LPO basica a proposicional

e Ejemplos:

—{P(a) v P(b),~P(b) V P(c), P(a) — P(c)}

es consistente en el sentido proposicional (con modelos vy, vg, vs).

~{P(a)V P(b),~P(b) Vv P(c), P(a) = P(c), ~P(c)}

es inconsistente en el sentido proposicional.

Se consideran los cambios P(a)/p, P(b)/q, P(c)/r

plgqripvVg gVrip—r| —or
v1/0/0/0| O 1 1 1
20|01 0 1 1 0
v3/0|1|0 1 0 1 1
v4/0]11 1 1 1 0
v5/1(0/0 1 1 0 1
61|01 1 1 1 0
v7[1/1]0 1 0 0 1
vg|1]1]|1 1 1 1 0

LI 2003-04
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Interpretaciones de Herbrand

e Notacion:
e L representa un lenguaje de primer orden sin igualdad.
¢ C es el conjunto de constantes de L.
e F es el conjunto de simbolos de funcién de L.
¢ R es el conjunto de simbolos de relaciéon de L.
e F, es el conjunto de simbolos de funcién n—aria de L.
e R, es el conjunto de simbolos de relacién n—aria de L.
e f/n indica que f es un simbolo de funcién n—aria de L.

e P/n indica que f es un simbolo de relacién n—aria de L.

LI 2003-04 Ccla Modelos de Herbrand 9.5

Interpretaciones de Herbrand: Universo de Herbrand

e Universo de Herbrand de L:

e Def.: El universo de Herbrand de L es el conjunto de los términos basicos de L. Se
representa por UH(L).

e Prop.: UH(L) = U;>¢ Hi(L), donde H;(L) es el nivel ¢ del UH(L) definido por
Ho(L) ={C’ si C # 0;

{a}, en caso contrario. (a es una nueva constante).
H; (L) = Hi(L)U{f(t1y.. stn) : fFEFy t1,...,t, € H;(L)}

e Prop.: UH(L) es finito syss L no tiene simbolos de funcién.

e Ejemplos:

—SiC ={a,b,c} y F =0, entonces
Hy(L) ={a,b,c}
H,(L) ={a,b,c}

UH(L) = {a, b, c}

LI 2003-04 C(}IA Modelos de Herbrand 9.6
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Interpretaciones de Herbrand: Universo de Herbrand

e Ejemplos:
-SiC =0y F={f/1}, entonces
Ho(L) ={a}

H\(L) ={a,f(a)}
ffz(L) ={a, f(a), f(f(a))}

UH(L) = {a, f(a), f(f(a)),...} = {f'(a) : i € N}
- SiC ={a,b} y F={f/1,9/1}, entonces
HO(L) = {a’ b}
H\(L) = {a,b, f(a), f(b),g(a),g(b)}
H,(L) ={a,b, f(a), f(b),g(a),g(b), f(f(a)),f(f(b)),f(g(a)),f(g(b)),
9(f(a)),g9(£(b)),g(g(a)),a(g(d)) }

—Si C ={a,b} y F = {f/2}, entonces
Hy(L) = {a,b}
HI(L) = {av b, f(aaa)vf(a,b)af(b’a)7f(bvb)}
Hy(L) ={a,b, f(a,a), f(a,b), f(b,a), f(b,b), f(a, f(a,a)), f(a, f(a,b)),...}

LI 2003-04 Ccla Modelos de Herbrand 9.7

Interpretaciones de Herbrand: Base de Herbrand

e Base de Herbrand:

e Def.: La base de Herbrand de L es el conjunto de los atomos basicos de L. Se
representa por BH(L).

e Prop.: BH(L) = {P(t1,...,t,) : PE R,y t1,...,t, € UH(L)}.
e Prop.: BH(L) es finita syss L no tiene simbolos de funcién.
e Ejemplos:
-8SiC ={a,b,c}, F=0y {R = P/1}, entonces
UH(L) = {a,b,c}
BH(L) = {P(a), P(b), P(c)}
-SiCc={a}, F={f/1} y R ={P/1,Q/1,R/1}, entonces
UH(L) = {a, f(a), f(F(@)),--} = {fi(a) : i € N}
BH(L) = {P(a),Q(a), R(a), P(f(a)),Q(f(a)), R(f(a)),...}

LI 2003-04 C(}IA Modelos de Herbrand 9.8
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Interpretaciones de Herbrand

e Interpretaciones de Herbrand:
e Def.: Una interpretaciéon Z = (U, I) de L es de Herbrand si
— U es el universo de Herbrand de L;
— I(¢) = ¢, para cada constante ¢ de L;
— I(f) = f, para cada simbolo de funcién f de L.
e Prop.: Sea Z una interpretacién de Herbrand de L. Si t es un término basico de
L, entonces Z(t) = t.

e Prop.: Una interpretacion de Herbrand queda determinada por un subconjunto de
la base de Herbrand, el conjunto de atomos basicos verdaderos en esa interpretacion.

e Ejemplo: Si C = {a,b,c}, F =0y R = {P/1}, entonces las interpretaciones de
Herbrand de L son

n 1| 2 3 4 5 6 7 8
I.(P) 0| {c} {b} {b, c} {a} {a,c} {a,b} {a,b, c}
IH, |0[{P(c)}|{P(b)} |{P(b), P(c)} |{P(a)}|{P(a),P(c)} |{P(a), P(b)} |{P(a), P(b), P(c)}

LI 2003-04 Ccla Modelos de Herbrand 9.9

Modelos de Herbrand

e Modelos de Herbrand:

e Nota: Las definiciones de universo de Herbrand, base de Herbrand e interpretacién
de Herbrand definidas para un lenguaje se extienden a féormulas y conjuntos de
formulas considerando el lenguaje formado por los simbolos no 16gicos que aparecen.

e Def.: Un modelo de Herbrand de una férmula F' es una interpretaciéon de Herbrand
de F' que es modelo de F'.

e Def.: Un modelo de Herbrand de un conjunto de férmulas S es una interpretacion
de Herbrand de S que es modelo de S.

¢ Ejemplo: Los modelos de Herbrand de {P(a) Vv P(b), P (b) V P(c), P(a) — P(c)}
son {P(b), P(c)},{P(a),P(c)} y {P(a), P(b),P(c)} (ver pagina 77).
e Ejemplo: Sea S = {(Vx)(Vy)[Q(b,x) — P(a) V R(y)], P(b) — —(I2)(Fu)Q(z,u)}.
Entonces, UH(S) = {a, b}
BH(S) = {P(a), P(b),Q(a,a),Q(a,b),Q(b.a),Q(b,b), R(a), R(b)}
Un modelo de Herbrand de S es {P(a)}.

LI 2003-04 CCIA Modelos de Herbrand 9.10
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Interpretacion de Herbrand correspondiente
e Interpretacion de Herbrand correspondiente a una interpretacion:
e Sea S = {{—-Q(b,x), P(a), R(y)}, {~P(b),"Q(z,u)}} e T = ({1,2},I) con

al =1, =2, PT = {1},Q = {(1,1),(2,2)}, R = {2}. Entonces, T | S.

Calculo de la interpretacién de Herbrand Z* correspondiente a Z:
I = (UH(S), I")
UH(S) = {a, b}
BH(S) = {P(a)’ P(b)a Q(a? a’)a Q(CL, b)7 Q(b'a)a Q(ba b)? R(a)a R(b)}
I*(P(a)) = Pl(al)=PI(1)=V
I*(P(b)) =PI(b!)=PI(2)=F
I*(Q(a,a) = QI(aIaaI) = QI(I’ 1)=V
I*(Q(aa b) = Ql(ala bI) = QI(I’ 2) =F
I*(Q(ba a) = Ql(blaaI) = QI(Z’ 1)=F
I*(Q(ba b) = QI(bIa bI) = QI(Z’ 2) =V
I*(R(a)) = Ri(a') =RI(1)=F
I*(R(b)) =RI(M)=RI(2)=V

I* = {P(a),Q(a,a),Q(b,b), R(b)}

I* = S.

LI 2003-04 Ccla Modelos de Herbrand ~ 9.11

Interpretacion de Herbrand correspondiente

e Interpretacion de Herbrand correspondiente a una interpretacion:
e Sea S el conjunto de clausulas {{P(a)},{Q(y, f(a))}} e T = ({1,2},I) con
a' = 1, fI ={(1,2),(2,1)}, P’ = {1}, QI ={(1,2),(2,2)}. Entonces, T |= S.

Calculo de la interpretaciéon de Herbrand Z* correspondiente a Z:

T — (UH(S), I")
UH(S) = {a, f(a), F(f(@),-. -} = {fi(a) : i € N}
BH(S) = {P(f"(a)) : n € N} U{Q(f"(a), f™(a)) : n,m € N}
I*(P(a)) = Pl(a)=PI(1) =V
I*(P(f(a))) = P'(f'(a")) = P'(f'(1)) = P'(2) = F
I*(P(f(f(a)))) = PI(f!(fla’))) = P'(1) =V
V, si n es par;
r(P(f*(a))) - { F, en casopcontrario.

V, si m es impar;
F, en caso contrario.

(Q(f(a), f™(a))) = {

I* = {P(f*"(a)) : n € N} U{Q(f"(a), f*""(a)) : n,m € N}
T* = S.

LI 2003-04
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Consistencia mediante modelos de Herbrand

e Consistencia mediante modelos de Herbrand:

e Prop.: Sea S un conjunto de férmulas basicas. Son equivalentes:
1. S es consistente.

2. S tiene un modelo de Herbrand.

e Prop.: Sea S un conjunto de cldusulas. Si Z* es una interpretacién de Herbrand
correspondiente a un modelo Z de S, entonces Z* es un modelo de S.

e Prop.: Sea S un conjunto de clausulas. Son equivalentes:
1. S es consistente.

2. S tiene un modelo de Herbrand.

e Prop.: Sea S un conjunto de clausulas. Son equivalentes:
1. S es inconsistente.

2. S no tiene ningiin modelo de Herbrand.

e Prop.: Existen conjuntos de férmulas consistentes sin modelos de Herbrand.

LI 2003-04 Ccla Modelos de Herbrand  9.13

Consistencia mediante modelos de Herbrand

e Ejemplo de conjunto consistente sin modelos de Herbrand:
e Sea S = {(3z)P(xz), ~P(a)}. Entonces,

— S es consistente.
IESconZ=({1,2},I),al =1y P! ={2}.

— S no tiene modelos de Herbrand
UH(S) = {a}
BH(S) = {P(a)}
Las interpretaciones de Herbrand de S son 0 y {P(a)}.
0 S
{P(a)} I~ S

LI 2003-04 CCIA Modelos de Herbrand 9.14
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Extensiones de Herbrand

e Instancias basicas de una clausula
¢ Def.: Una sustitucién o (de L) es una aplicacién o : Var — Térm(L).

e Def.: Sea C = {L4,...,L,} una cldusula de L y o una sustitucién de L. Entonces,
Co ={Lo,...,L,0} es una instancia de C.

e Ejemplo: Sea C = {P(x,a),P(x, f(y))}.

Clz/a,y/f(a)] = {P(f(a),a), ~P(f(a), f(f(a)))}
e Def.: Co es una instancia basica de C si todos los literales de Co son basicos.
e Ejemplo: Sea C = {P(z,a), - P(z, f(y))}.

{P(f(a),a),~P(f(a), f(f(a)))} es una instancia basica de C.
{P(f(a),a),"P(f(f(a)), f(a))} no es una instancia bésica de C.
{P(z,a),P(f(f(a)), f(a))} no es una instancia basica de C.

LI 2003-04 Ccla Modelos de Herbrand  9.15

Extensiones de Herbrand

e Extensiones de Herbrand

e Def.: La extension de Herbrand de un conjunto de clausulas S es el conjunto de
férmulas

EH(S) = {Co : C € S y, para toda variable x en C, o(x) € UH(S)}.

e Prop.: EH(L) = |J;>, EH;(L), donde EH;(L) es el nivel ¢ de la EH(L) definido por
EH;(S) = {CO’?C € S y, para toda variable « en C, o(x) € UH;(S)}.

e Ejemplo: Sea S = {{P(x)},{~P(f(x))}} (p. 8.17). Entonces,
EHo(S) = {{P(a)}, {~P(f(a))}}

EH,(S) = EHo(S) U {{P(f(a))}; {~P(f(f(a)))}}
EH3(S) = EH.(S) U {{P(f(f(a))}, {=P(f(f(f(a))))}}

« Ejemplo: Sea § = {{-P(2), Q(2)}, {P(a)}, {-Q(2)}} (p. 8.21).
Entonces, EH(S) = {{~P(a), Q(a)}, {P(a)}, {~Q(a)}}.

« Ejemplo: Sea S = {{~P(z), Q(2)}, {~Q(v), R(y)}, {P(a)}, {~R(a)}} (p. 8.21).
Entonces, EH(S) = {{~P(a), Q(a)}, {~Q(a), R(a)}, {P(a)}, {~R(a)}}.

LI 2003-04 Ccla
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Teorema de Herbrand

e Teorema de Herbrand:
e Teorema de Herbrand: Sea S un conjunto de clausulas. Son equivalentes:

1. S es consistente.

2. EH(S) es consistente (en el sentido proposicional).

e Prop.: Sea S un conjunto de clausulas. Entonces, son equivalentes
1. S es inconsistente.
2. EH(S) tiene un subconjunto finito inconsistente (en el sentido proposicional).

3. Para algun i, EH;(S) es inconsistente (en el sentido proposicional).

LI 2003-04 Ccla Modelos de Herbrand ~ 9.17

Teorema de Herbrand

e Semidecison de la consistencia mediante el teorema de Herbrand:

e Entrada: Un conjunto de clausulas S.
¢ Procedimiento:

1. Hacer ¢ := 0.

2. Calcular EH,(S).

3. Si EH;(S) es inconsistente (en el sentido proposicional), parar e indicar que S
es inconsistente.

4. Si EH;(S) es consistente (en el sentido proposicional), hacer ¢ := ¢ + 1 y volver
al paso 2.

LI 2003-04 CCIA Modelos de Herbrand 9.18
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Teorema de Herbrand

e Ejemplo: S = {{—-P(x),Q(x)},{P(a)}, {-Q(2)}} (p. ??) es inconsistente.
EHy(S) = {{-P(a),Q(a)},{P(a)}, {-Q(a)}} es inconsistente.
1 {-P(a),Q(a)}

2 {P(a)}

3 {-Q(a)}

4 {Q(a)} Res 1,2
5 0 Res 3,4

e Ejemplo: S = {{—-P(x),Q(x)},{-Q(y), R(y)}, {P(a)}, {R(a)}} es inconsistente.
EHo(S) = {{-P(a),Q(a)},{—Q(a), R(a)},{P(a)}, {~R(a)}}.

1 {-P(a),Q(a)}
2 {-Q(a), R(a)}

3 {P(a)}
4 {~R(a)}
5 {Q(a)} Res 1,3
6 {R(a)} Res 5,2
7 0O Res 6,4
LI 2003-04 Ccla Modelos de Herbrand ~ 9.19

Teorema de Herbrand

e Ejemplo: S = {{P(x)},{—P(f(z))}} es inconsistente (p. ?7).
— EHy(S) = {{P(a)},{-P(f(a))}} es consistente
T = {P(a)} = EHy(S)
— EH;(S) = EHo(S) U {{P(f(a)},{-P(f(f(a)))}} es inconsistente.
1 {P(f(a))}
2 {=P(f(a))}
3 0 Res 1,2
e Ejemplo: S = {{—-P(x),Q(f(x),x)},{P(g(b))},{—Q(y,2)}} es inconsistente.
=8 = {{=P(9(b)), Q(f(g(b)),9(8))}, {P(g(b))}, {~Q(f(g(b)),9(b))}} C EH(S)

es inconsistente.
1 {—P(g(b)),Q(f(g(b)),g(b))}
2 {P(g(b))}
3 {=Q(f(g(b)),g(b))}

4 {Q(f(g(b)),g(b))} Res 1,2
5 0 Res 3,3
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Resolucién 10.1

Resolucion no restringida

e Resolvente no restringida

e Def.: La clausula C es una resolvente no restringida de las clausulas C; y C3 si
existen dos sustituciones o1 y o2 y un literal L € C,0, tales que L€ € Cyo3 y

C = (010'1 AN {LO’l}) U (020'2 AN {LCO’Q}).

eSean C1 = {~R(z, f(y)), P(z, f(2)), Q(f(2))}
Cs = {R(Z, f(z))v R(f(y)’ u)7 Q(z)}a
o =[=/f(y)y/fv),z/y]
Cior = {~R(f(y), f(f(¥))), P(f(f (), F(v)), Q(f(y))}
02 = [z/f(y)a 'U//f(f(y))]’
Cyo: = {R(f(y), f(f(y))), R(f(y), F(f (), Q(f(y)))}>
L  =-R(f(y), f(f(y)))

Entonces, una resolvente no restringida de C; y C5 es

C=A{P(f(f(¥), f(),Q(f(v))}

LI 2003-04 Ccla
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Resolucion no restringida

o Ejemplos de refutacién por resolucién no restringida:

e Refutacion no restringida de

§ ={{=P(2),Q(f(z), =)}, {P(g(b)) }; {-Q(y, 2) }}
1 {-P(x),Q(f(x), )} Hipdtesis

2 {P(g(b))} Hipétesis
3 {-Q(y,2)} Hipétesis
4 {—-Q(f(g(b)),g(b))} Resolvente de 1y 2
5 0 Resolvente de 3 y 4
LI 2003-04 Ccla Resolucién  10.3

Resolucion no restringida

e Refutacion no restringida de

HR(OOLAR(f ()} {—~R (), P(2)}, {~P(x), Q(x) }, {~Q(c), ~Q(f(c)), ~R(c)}}

1 {R(c)} Hipétesis

2 {R(f(c))} Hipétesis

3 {-R(x),P(x)} Hipétesis

4 {—P(z),Q(x)} Hipétesis

5 {-Q(c),=Q(f(c)), ~R(c)} Hipitesis

6 {-R(x),Q(x)} Resolvente de 3 y 4
7 {Q(c)} Resolvente de 1y 6
8 {Q(f(e)} Resolvente de 2 y 6
9 {-Q(f(c)),R(c)} Resolvente de 5y 7
10 {—R(c)} Resolvente de 8 y 9
10 O Resolvente de 1 y 10
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Resolucion no restringida

o Definiciones

e Sea S un conjunto de clausulas.

e La sucesién (Ci,...,C,) es una demostraciéon por resoluciéon no restringida de la
cldusula C a partir de S si C = C,, y para todo i € {1,...,n} se verifica una de las
siguientes condiciones:

- C; € S;
— existen j, k < i tales que C; es una resolvente no restringida de C; y Cy,
e La clausula C es demostrable por resolucién no restringida a partir de S si existe
una demostracion por resolucion de C' a partir de S.

e Una refutacién por resolucion no restringida de S es una demostraciéon por resolu-
cion de la clausula vacia a partir de S.

e Se dice que S es refutable por resolucién no restringida si existe una refutaciéon por
resoluciéon a partir de S.

LI 2003-04 Ccla Resolucién  10.5

Resolucion no restringida

e Demostraciones por resolucion

e Def.: Sean Si,...,.S, formas clausales de las féormulas F,...,F, y S una forma
clausal de —F. Una demostraciéon por resolucion no restringida de F a partir de
{Fi,...,F,} es una refutacién por resolucién no restringida de S; U...U S, U S.

e Def.: La férmula F es demostrable por resolucién no restringida a partir de

{Fi,...,F,} siexiste una demostracién por resolucién no restringida de F' a partir
de {Fy,...,F,}.
Se representa por {Fi,...,F,} Fresnor F.

e Ejemplo: Demostracién por resolucién no restringida de (3x)P(g(x)) a partir de
{(va)[P(x) — Q(f(z), )], ~(Ty)(32)Q(y, 2)}
1 {—=P(z),Q(f(x),z)} Hipdtesis

2 {-Q(y,2)} Hipétesis
3 {P(g(b))}, Hipdétesis
4 {-Q(f(b(b)),g(b))} Resolvente de 1y 3
50 Resolvente de 2 y 4
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Adecuacion y completitud de la resolucion

e Propiedades:
e Si C es una resolvente restringida de C; y C», entonces {Cy,C-} = C.
e Si[J € S, entonces S es inconsistente.

e Si el conjunto de clausulas S es refutable por resolucién no restringida, entonces S
es inconsistente.

e Teor.: El calculo de resoluciéon no restringida es adecuado y completo; es decir,

Adecuado: Stgresnor ¥ =— S EF
Completo: S = F = S tResnNor F

LI 2003-04 Ccla Resolucién ~ 10.7

Unificacion: Unificadores

e Unificador:
e Def.: La sustitucién o es un unificador de los términos t, y t; si t;o0 = ts0.
e Def.: Los términos t; y t2 son unificables si tienen algin unificador.

e Def.: t es una instancia comuin de t; y ty si existe una sustitucién o tal que
t = t10' = t20’.

e Ejemplos:
‘ tq ‘ 12 ‘ Unificador ‘ Instancia comun ‘
f(z,9(2)) | f(9(y),x) | [x/9(2),y/z] | f(g(2),9(2))
f(z,9(2) | f(g(y), =) | [x/9(y), z/y]| f(9(y),9(¥))
f(=,9(2) f(g(y),z)|[x/g(a),y/a]| f(g(a),g(a))
fx,y)  fy,z) |[w/a,y/a] | f(a,a)
flzy) | fly,z) |[y/=] f(z,x)
fz,y) g(a,b) No tiene No tiene
fz,x) f(a,b) No tiene No tiene
f(x) f(g(x)) |No tiene No tiene

e Nota: Las anteriores definiciones se extienden a conjuntos de términos y de literales.

Ccla
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Unificacion: Composicion de sustituciones

e Composicion de sustituciones:

e Def.: La composicién de las sustituciones o, y o3 es la sustitucion o0, definida
por x(o103) = (xo1)o2, para toda variable .

e Ejemplo: Si oy = [x/f(z,a),y/w] y o2 = [2/b, z/g(w)], entonces

—xo10y = (xo1)o2 = f(z,a)o2 = f(zo2,a02) = f(g(w),a)

—yo102 = (Yo1)oz = wop = w

— 20102 = (201)02 = zo2 = g(w)

—wo0y = (Wo)o2 = woy = w

Por tanto, o102 = [/ f(g(w),a),y/w, z/g(w)].

e Def.: La substitucion identidad es la sustitucién € tal que, para todo x, xe = x.
e Propiedades:

1. Asociativa: o1(0203) = (0102)03

2. Neutro: oce = eoc = o.

LI 2003-04 Ccla Resolucién ~ 10.9

Unificacion: Comparacion de sustituciones

e Comparacion de sustituciones:

e Def.: La sustitucién o, es mas general que la o3 si existe una sustituciéon o3 tal que
oy = 0103, Se representa por o3 < 0.

e Def.: Las sustituciones o y o2 son equivalentes si o1 < g2y 02 < 0. Se representa
por o1 = O3.

e Ejemplos: Sean o, = [x/g(2),y/2],02 = [x/9(y),2/y] ¥ 03 = [x/g(a),y/a]. En-
tonces,

1. o1 = 02[y/ =]

2. 02 = 01[2 /Y]
3. o3 = 01[z/a]
4. o1 = 02
5.03 < o0y

e Ejemplo: [z/a,y/a] < [y/z], ya que [z/a,y/a] = [y/z][x/a,y/a)].
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Unificacion: Unificador de maxima generalidad

e Unificador de maxima generalidad:

e Def.: La sustituciéon o es un unificador de méaxima generalidad (UMG) de los
términos t; y to si

— o es un unificador de t; y t,.

— o es mas general que cualquier unificador de t; y 5.
e Ejemplos:

1. [®/g(2),y/z] es un UMG de f(z,g(2)) vy f(9(y),z).

2. [/g(y), z/y] es un UMG de f(x,9(2)) y f(g(y),x).
3. [*/g(a),y/a] no es un UMG de f(z,g9(2)) y f(g(y),x).

e Nota: Las anterior definicién se extienden a conjuntos de términos y de literales.
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Unificacion: Algoritmo de unificacién

e Notacién de lista:
e (a1,...,ay,) representa una lista cuyos elementos son aj,...,a,.
¢ (a|R) representa una lista cuyo primer elemento es a y resto es R.
e () representa la lista vacia.

o Unificadores de listas de términos:

e Def.: o es un unificador de (s1...,8,) y (t1...,¢t,) si s10 = t10,...,8,0 = t,0.

e Def.: (s1...,8,) Yy (t1...,t,) son unificables si tienen algtn unificador.

e Def.: o es un unificador de maxima generalidad (UMG) de (S1...,8,)y (t1...,tpn)
si o es un unificador de (s1...,8,) y (t1...,t,) mas general que cualquier otro.

e Aplicacion de una sustitucion a una lista de ecuaciones:

o (s1=t1,...y8, =tp)o = (810 = t10,...,8,0 = t,0).

e Algoritmo de unificaciéon de listas de términos:
e Entrada: Una lista de ecuaciones L = (s; = t1,...,8, = t,) Yy una sustitucién o.

e Salida: Un UMG de las listas (s1...,8,) y (t1...,t,), si son unificables;
“No unificables”, en caso contrario.
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Unificacion: Algoritmo de unificaciéon

e Procedimiento unif(L, o):

1.
2.
3.

Si L = (), entonces unif(L, o) = o.

Si L = (t = t|L’), entonces unif(L, o) = unif(L’, o).

SiL=(f(ti,... tm) = f(t]...,t )|L’'), entonces
unif(L, o) = unif((t, = t},...,t, =t/ |L'),0).

.SiL=(x=tL) (6 L= (t==x|L)) y x no aparece en t, entonces

unif(L, o) = unif(L'[x/t], o[z /t]).

.SiL=(x=tL') (6 L= (t==x|L"))y x aparece en t, entonces

unif(L, o) = “No unificables”.

SiL=(f(ti,...,tm) =g(t}...,t )|L’'), entonces

unif(L, o) = “No unificables”.

-SiL=(f(t,...stm) = f(t}...,1)|L") y m # p, entonces

unif(L, o) = “No unificables”.

LI 2003-04
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Unificacion: Algoritmo de unificacién

e Algoritmo de unificacién de dos términos:

e Entrada: Dos términos t; y ts.

e Salida: Un UMG de t; y t5, si son unificables;

“No unificables”, en caso contrario.

e Procedimiento: unif((t; = t2), €).

e Ejemplo 1: Unificar f(z,9(z)) y f(9(y),x):

unif((f(x, g(z)) = f(g(y),x)),€)

unif((z = g(y),g(2) = x),€) por 3
= unif((g(z) = z)[z/g(y)], €[x/g(y)]) por 4
unif((g(z) = g(y)), [x/g(v)])

= unif((z = y), [z/9(y)]) por 3
= wnif((), [z/g(y)][2/y]) por 4
= wnif((), [z/9(y), z/y])

= [z/g9(y),2/y] por 1

LI 2003-04
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Unificacion: Algoritmo de unificaciéon
e Ejemplo 2: Unificar f(x,b) y f(a,y):
unif((f(z,b) = f(a,y),¢€)
= unif((x = a,b = y),¢€) por 3
= unif((b = y)[z/a], e[z /a]) por 4
— wnif((b = y), [x/a])
= unif((), [z/a][y/b]) por 4
= [z/a,y/b]) por 1
e Ejemplo 3: Unificar f(z,z) y f(a,b):
unif((f(a:, :C) = f(aa b)’ 6)
= wunif((x = a,z = b),¢€) por 3
= unif((x = b)[x/a], €[x/a]) por 4
= unif((a = b), [x/a])
= “No unificable” por 6
e Ejemplo 4: Unificar f(x,9(y)) vy f(y,x):
unif((f(z,9(y)) = f(y,x)),€)
= wif((z = y,9(y) = z), €) por 3
= wnif((g(y) = z)[x/y], €[x/y]) por 4
= wnif((9(y) = y), [=/y])
= “No unificable” por 5
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Unificacion: Algoritmo de unificacién

e Ejemplo 5: Unificar j(w,a, h(w)) y j(f(z,y),x, 2)

unif((j(w’ a, h(w)) = J(f(wa y)7 T, Z))G)

unif((w = f(x,y),a = z, h(w) = z),¢€)

uif((a = , h(w) = 2)[w/f(z,y)], e[w/ f(x,y)])
unif((a = =, h(f(x,y)) = 2), [w/f(z,y)])
unif((h(f(z,y)) = z)[z/a], [w/f(z,y)][x/a])
uif((h(f(a,y)) = 2), [w/f(a,y),z/a])

unif((), [w/f(a,y), z/al[z/h(f(a,y)))
[w/f(a,y),z/a,z/h(f(a,y)))

e Ejemplo 6: Unificar j(w,a, h(w)) y j(f(z,y),z,y)

unif((j(w, a, h(w)) = j(f(z,y), z,y))e)

unif((w = f(ma y)a a=x, h(w) = y)’ 6)

unif((@ = z, h(w) = y)[w/f(z,y)], e[w/ f(z, y)])
unif((a =T, h(f(mv y)) = y)? [w/f(x, y)])
unif((h(f(z,y)) = y)z/al], [w/f(z,y)][z/a])
unif((h(f(a,y)) = y), [w/f(a,y),z/a])

“No unificable”

por 3
por 4

por 4

por 4
por 1

por 3
por 4

por 4

por 5
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Resolucién: Separacion de variables

e Separacion de variables

e Def.: La sustitucién [z;/t1,...,x,/t,] es un renombramiento si todos los t; son
variables.

e Prop.: Si 8 es un renombramiento, entonces C = C6.
e Def.: Las clausulas C; y C; estan separadas sin no tienen ninguna variable comiin.

e Def.: Una separacién de las variables de C; y C3 es un par de renombramientos
04,0, tales que C10;, y C50-, estan separadas.

e Ejemplo: Una separacion de variables de C; = {P(x), Q(x,y)} y C2 = {R(f(x,v))}
es (01 = [x/x1,y/y1], 02 = [x/x2,y/y2]-

LI 2003-04 Ccla Resolucién  10.17

Resolucion: Resolvente binaria

e Resolucién binaria:

e Def.: La clausula C es una resolvente binaria de las clausulas C; y C; si existen una
separacién de variables (61, 602) de C; y Cy, un literal L; € Cy, un literal Ly € Cy y
un UMG o de L6, y L50, tales que

C = (01010' AN {L1010'1}) @) (C2020' AN {Lgego'})
e Ejemplo: Sean C; = {P(a,y),R(y)},

C; = {_'P(wa f(ZB)), Q(g(w))}’
01 = €,

02 = €,

L, = P(a,y),

L, = _‘P("Ba f(il:)),

o =[z/a,y/f(a)]
Entonces, C = {R(f(a)),Q(g(a))} es una resolvente binaria de C; y Cs.
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Resolucion: Resolvente binaria

e Ejemplo (Necesidad de separar variables):
Sean C; = {P(z),Q(x)},
Cy ={-P(f(x)), R(x)},

01 = [512/931],

6, = [z/x2,

L1 = P(iB),

L, = P(f(ﬂ?)),
o = [z1/f(z2)]

Entonces, C = {Q(f(x2)), R(x2)} es una resolvente binaria de C; y Cs.
Notas sobre la necesidad de separar variables:

— P(z) y P(f(x)) no son unificables.
— P(x1) y P(f(x2)) son unificables siendo o = [x1/f(x2)] un UMG.
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Resolucion: Factorizacion

e Factorizacion:

e Def.: La clausula C es un factor de la clausula D si existen dos literales L; y Ly en
D que son unificables y C = Do ~\ {Lyo} donde o es un UMG de L, y L.

e Ejemplo: Sean D = {P(:E, y)9P(y9 :c),Q(a)}

L, = P("B’ y)
Ly, = P(ya :B)
o =[y/=]

Entonces, C = {P(z,x),Q(a)} es un factor de D.

LI 2003-04 Ccla Resolucién  10.20
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Resolucion

e Ejemplos de refutacion por resolucion:
e Refutacion de S = {{—-P(z, f(x,vy))},{P(a,z),7Q(z,v)},{Q(u,a)}}
1 {—-P(z, f(x,y))} Hipdtesis
2 {P(a,z2),7Q(z,v)} Hipdtesis

3 {Q(u,a)} Hipétesis
4 {-Q(f(a,y),v)} Resolventede 1y 2 con o = [z/a,z/f(a,y)]
50 Resolvente de 3 y 4 con o = [u/f(a,y),v/a]
e Refutacion de S = {{P(z)},{~P(f(x))}}
1 {P(x)} Hipdtesis
2 {—=P(f(x))} Hipdtesis
30 Resolvente de 1 y 2 con 0, = €,60> = [x/x'],0 = [/ f(x')]

e Refutacion de S = {{P(x,vy), P(y,x)}, {~P(u,v), "P(v,u)}}
1 {P(z,y), P(y,xz)} Hipétesis
2 {-P(u,v),P(v,u} Hipdtesis

3 {P(xz,x)} Factor de 1 con [y/x]
4 {-P(u,u)} Factor de 2 con [v/u]
50 Resolvente de 3 y 4 con [x/u]
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Resolucion

e Definiciones

e Sea S un conjunto de clausulas.

e La sucesién (Cy,...,C,) es una demostracién por resolucién de la cldusula C a
partir de S si C = C,, y para todo ¢ € {1,...,n} se verifica una de las siguientes
condiciones:

-C; €S;

— existen j, k < ¢ tales que C; es una resolvente de C; y Cj,
— existe j < ¢ tal que C; es un factor de C;j
e La clausula C' es demostrable por resolucion a partir de S si existe una demostracion
por resolucién de C' a partir de S.

e Una refutacion por resolucién de S es una demostracién por resolucién de la clausula
vacia a partir de S.

e Se dice que S es refutable por resolucién si existe una refutacién por resolucién a
partir de S.
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Resolucion

e Demostraciones por resolucion

e Def.: Sean Si,...,.S, formas clausales de las féormulas Fi,...,F, y S una forma
clausal de —F. Una demostracién por resolucién de F a partir de {F},..., F,} es
una refutacién por resolucién de S; U...U S, U S.

e Def.: La férmula F es demostrable por resolucién no restringida a partir de
{Fi,..., F,} si existe una demostracién por resolucién de F a partir de {F},..., F,}.
Se representa por {Fi,...,F,} FRes F.

e Ejemplo: (tema 8 p. 21) § = {(Vz)[P(x) — Q(x)], (Fx)P(x)} Fres (3x)Q(x)
1 {—-P(x),Q(x)} Hipotesis

2 {P(a)} Hipoétesis
3 {-Q(=)} Hipoétesis
4 {Q(a)} Resolvente de 1 y 2 con [z/a]
50 Resolvente de 3 y 4 con [z/a]
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Resolucion

e Ejemplo: (tema 8 p. 21)
§ ={(vz)[P(z) — Q(x)], (Vz)[Q(z) — R(x)] Fres (Vz)[P(z) — R(z)]}

1 {—-P(xz),Q(x)} Hipdtesis

2 {-Q(y), R(y)} Hipétesis

3 {P(a)} Hipétesis

4 {—-R(a)} Hipétesis

5 {Q(a)} Resolvente de 1 y 2 con [z/a]
6 {R(a)} Resolvente de 2 y 5 con [y/a]
5 0 Resolvente de 6 y 4 con

e Ejemplo: (tema 6 p. 55) Fges (3x)[P(x) — (Vy)P(y)]
1 {P(x)} Hipétesis
2 {—P(f(x)} Hipdtesis
3 0 Resolvente de 1 y 2 con 0, = [z/x'],0 = [x/f(x')]
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Resolucion

e Ejemplo: Fges (V2)(3y)=(P(y,x) < —~P(y,y))
— Forma clausal:
—(Vz)(Jy)~(P(y, z) < ~P(y,y))
—(Vz)(3y)-~((P(y,x) — - P(y,y)) A (—P(y,y) — P(y,x)))
—(Vz)( 3y)~((=P(y,x) V ~P(y,y)) A (-=P(y,y) V P(y,x)))
—(Vz) 3y)~((—=P(y,z) V ~P(y,y)) A (P(y,y) V P(y, x)))
(3z) (Yy)~—=((=P(y,z) V =P(y,y)) A (P(y,y) V P(y,x)))
(3z)(Vy)((~P(y,x) V ~P(y,y)) A (P(y,y) V P(y,x)))
sat (Yy)((~P(y,a)V ~P(y,y)) A (P(y,y) vV P(y,a)))
{{_'P(ya a)9 ﬂ13(?!? y)}a {P(yv y)v P(ya a)}}
— Refutacién:
1 {—=P(y,a),~P(y,y)} Hipdtesis
2 {P(y,y),P(y,a)}  Hipdtesis

3 {—-P(a,a)} Factor de 1 con [y/a]
4 {-P(a,a)} Factor de 2 con [y/a]
5 O Resolvente de 3 y 4
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Resoluciéon

e Ejemplo (Paradoja del barbero de Russell): En una isla pequena hay sélo un bar-
bero. El gobernador de la isla ha publicado la siguiente norma: “El barbero afeita
a todas las personas que no se afeitan a si misma y sélo a dichas personas”. De-
mostrar que la norma es inconsistente.

— Representacion:

(Vx)lafeita(b, ) < —afeita(x, x)]
— Forma clausal:
(Vx)[afeita(b, ¢) « —afeita(x, )]
(Vx)[(afeita(b, x) — —afeita(x,x)) A (—afeita(x, ) — afeita(b, x))]
(Vx)[(—afeita(b, x) V —afeita(x, x)) A (——afeita(x, x) V afeita(b, x))]
(Vx)[(—afeita(b, x) Vv —afeita(x, x)) A (afeita(xz, x) V afeita(b, x))]
{{—afeita(b, ), nafeita(x, x)}, {afeita(x, ), afeita(b, )} }
— Refutacién:

1 {-afeita(b, x), ~afeita(x,x)} Hipdtesis

2 {afeita(x, x), afeita(b, x)} Hipétesis

3 {—afeita(b,b)} Factor de 1 con [z/b]
4 {—afeita(b,b)} Factor de 2 con [z /b]
5 0 Resolvente de 3 y 4
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Adecuacion y completitud de la resolucion

e Propiedades:

e Si C es una resolvente de C; y Cs, entonces {C4,C>} = C.

¢ Si C es un factor de C entonces C |= D.

e Si[J € S, entonces S es inconsistente.

e Si el conjunto de clausulas S es refutable por resolucién, entonces S es inconsistente.

e Teor.: El calculo de resoluciéon es adecuado y completo; es decir,

Adecuado: S Fges ' =— SkEF
Completo: S | F — S FRes F
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