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Introduccion

Este libro es una recopilacién de los temas y relaciones de ejercicios del curso de
Razonamiento automdtico'. El curso es una introduccién a la demostracién asistida por
ordenador con Isabelle/HOL? y consta de tres niveles.

En el primer nivel se presenta la formalizacién de las demostraciones por deduccién
natural. La presentacién se basa en la realizada en los cursos de Ldgica informdtica® (de
2° del Grado en Informética) y Ldgica matemdtica y fundamentos* (de 3° del Grado en
Matematicas), en concreto en los temas de deduccion natural proposicional® y de de
primer orden® En este nivel se incluye los 3 primeros temas y las 6 primeras relaciones
de ejercicios.

En el segundo nivel se presenta la programacién funcional en Isabelle/HOL vy el
razonamiento sobre programas. La presentacion se basa en la introduccién a la progra-
macién con Haskell realizada en los cursos de Informitica’ (de 1° del Grado en Mate-
maticas) y Programacion declarativa® (de 3° del Grado en Informética), en concreto en el
tema 8’ (para el razonamiento sobre programas) y en los restantes 9 primeros temas. En
este nivel se incluye los temas 4, 5 y 6 y las relaciones de ejercicios desde la 7 a la 21.

En el tercer nivel se presentan casos de estudios y extensiones de la l6gica para tra-
bajar con conjuntos, relaciones y funciones. En este nivel se incluye los temas y y 8 y las
relaciones de ejercicios 22 y 23.

Tanto los temas como las relaciones de ejercicios se presentan como teorias de Isabe-
lle/HOL (version Isabelle2013). Conforme se necesitan se va comentando los elementos
del Isabelle/HOL.

De Isabelle2013 se dispone se dispone de versiones libres para Linux, Windows y

Mac OS X. Para instalarlo basta seguir la guia de instalacién'’.

Ihttp://www.cs.us.es/~jalonso/cursos/m-ra-12
2http://www.cl.cam.ac.uk/research/hvg/Isabelle
Shttp://www.cs.us.es/"jalonso/cursos/li-12
4http://www.cs.us.es/~jalonso/cursos/lmf-12
Shttp://www.cs.us.es/~jalonso/cursos/li-12/temas/tema-2.pdf
®http://www.cs.us.es/"jalonso/cursos/li-12/temas/tema-8.pdf
"http://www.cs.us.es/”jalonso/cursos/ilm-12
8nttp://www.cs.us.es/cursos/pd-2012
http://www.cs.us.es/~jalonso/cursos/ilm-12/temas/tema-8t.pdf
Ohttp://www.cl.cam.ac.uk/research/hvg/Isabelle/installation.html
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Temal

Deduccidn natural en 16gica
proposicional

header {* Tema 1: Deduccidén natural proposicional con Isabelle/HOL *}

theory T1_Deduccion_natural_en_logica_proposicional
imports Main
begin

text {*
En este tema se presentan los ejemplos del tema de deduccidn natural
proposicional siguiendo la presentacidén de Huth y Ryan en su libro
"Logic in Computer Science" http://goo.gl/qsVpY y, mds concretamente,
a la forma como se explica en la asignatura de "Légica informatica" (LI)
http://goo.gl/AwDiv

La pagina al lado de cada ejemplo indica la pagina de las transparencias
de LI donde se encuentra la demostracidén. *}

subsection {* Reglas de la conjuncién *}

text {*
Ejemplo 1 (p. 4). Demostrar que
pAQg, TFqgATr.
*}

- "La demostracidn detallada es'
lemma ejemplo_1_1:
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assumes 1: "p A q" and
2: "r"
shows "q A r"
proof -
have 3: "q" using 1 by (rule conjunct2)
show 4: "q A r" using 3 2 by (rule conjI)

ged
thm ejemplo_1_1
text {x

Notas sobre el lenguaje: En la demostracidén anterior se ha usado
- "assumes" para indicar las hipdtesis,

- "and" para separar las hipdtesis,

- "shows" para indicar la conclusidn,

- "proof" para iniciar la prueba,

- "ged" para terminar la pruebas,

- "-" (después de "proof") para no usar el método por defecto,

- "have" para establecer un paso,

- "using" para usar hechos en un paso,

- "by (rule ..)" para indicar la regla con la que se peueba un hecho,
- "show" para establecer la conclusidn.

Notas sobre la légica: Las reglas de la conjuncidén son
- conjI: [P; Q] = P A Q
- conjunctl: P AN Q — P
- conjunct2: P A Q — Q
*3

text {* Se pueden dejar implicitas las reglas como sigue *}

lemma ejemplo_1_2:

assumes 1: "p A q" and

2: "r"

shows "q A r"
proof -

have 3: '"q" using 1

show 4: "q A r'" using 3 2
ged

text {*
Nota sobre el lenguaje: En la demostracidén anterior se ha usado
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- ".." para indicar que se prueba por la regla correspondiente. *}
text {* Se pueden eliminar las etiquetas como sigue *}

lemma ejemplo_1_3:

assumes "p A q"

e

shows "qg A "
proof -

have "q" using assms(1)

thus "q A r" using assms(2)
ged

text {x
Nota sobre el lenguaje: En la demostracidén anterior se ha usado
- "assms(n)" para indicar la hipdétesis n y
- "thus" para demostrar la conclusidén usando el hecho anterior.
Ademas, no es necesario usar and entre las hipétesis. *}

text {* Se puede automatizar la demostracidén como sigue *}

lemma ejemplo_1_4:
assumes "p A q"
Ilrll
shows "qg A "
using assms
by auto

text {x
Nota sobre el lenguaje: En la demostracidén anterior se ha usado
- "assms" para indicar las hipétesis y
- "by auto" para demostrar la conclusién automdticamente. *}

text {* Se puede automatizar totalmente la demostracidén como sigue *}
lemma ejemplo_1_5:
"Ip A g o] = q A"

by auto

text {*
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Nota sobre el lenguaje: En la demostracidén anterior se ha usado
- "] ... | para representar las hipdtesis,

- ";" para separar las hipdtesis y

- "=" para separar las hipétesis de la conclusién. *}

text {* Se puede hacer la demostracidén por razonamiento hacia atréas,
como sigue *}

lemma ejemplo_1_6:

assumes "p A q"

and "r"

shows "g A "
proof (rule conjI)

show "q" using assms(l) by (rule conjunct2)
next

show "r" using assms(2) by this
ged

text {x
Nota sobre el lenguaje: En la demostracidén anterior se ha usado
- "proof (rule r)" para indicar que se harad la demostracién con la
regla r,
- "next" para indicar el comienzo de la prueba del siguiente
subobjetivo,
- "this" para indicar el hecho actual. *}

text {* Se pueden dejar implicitas las reglas como sigue *}

lemma ejemplo_1_7:

assumes "p A q"

III-II

shows "g A "
proof

show "q" using assms(1)
next

show "r" using assms(2)
ged

text {*
Nota sobre el lenguaje: En la demostracidén anterior se ha usado
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- "." para indicar por el hecho actual. *}
subsection {* Reglas de la doble negacidén *}

text {x
La regla de eliminacidén de la doble negacidn es
- notnotD: -—= P =— P

Para ajustarnos al tema de LI vamos a introducir la siguiente regla de
introduccidén de la doble negacidn

- notnotl: P =— ——= P

aunque, de momento, no detallamos su demostracidn.

*}

lemma notnotI [intro!]: "P — —— P"
by auto

text {*
Ejemplo 2. (p. 5)
p, (@ A1) F-p AT
*}

- "La demostracidén detallada es"
lemma ejemplo_2_1:
assumes 1: "p" and
2: "==(qg A )"

shows "=—=p A r"
proof -
have 3: "——p" using 1 by (rule notnotI)
have 4: "q A r" using 2 by (rule notnotD)
have 5: "r" using 4 by (rule conjunct2)
show 6: "=—p A r" using 3 5 by (rule conjI)
ged

- "La demostracidn estructurada es"
lemma ejemplo_2_2:
assumes "p"
(g A )"
shows "=—=p A r"
proof -
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have "——p" using assms(1)
have "gq A r" using assms(2) by (rule notnotD)

hence "r"

with ‘=—p‘ show "——p A r"
ged
text {*

Nota sobre el lenguaje: En la demostracidén anterior se ha usado
- "hence" para indicar que se tiene por el hecho anterior,

- ¢...¢ para referenciar un hecho y

- "with P show Q" para indicar que con el hecho anterior junto con el

hecho P se demuestra Q. *}

- "La demostracién automatica es"
lemma ejemplo_2_3:
assumes "p"
(g A )"
shows "=—=p A r"
using assms
by auto

text {* Se puede demostrar hacia atras x}

lemma ejemplo_2_4:
assumes "p"
"==(q A )"
shows "=—=p A r"
proof (rule conjI)
show "——p" using assms(1) by (rule notnotI)
next
have "q A r" using assms(2) by (rule notnotD)
thus "r" by (rule conjunct2)
ged

text {* Se puede eliminar las reglas en la demostracidén anterior, como
sigue: *}

lemma ejemplo_2_5:
assumes "p"
||_|_|(q /\ I.) "
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shows "=—p A r"
proof

show "——p" using assms(1)
next

have "q A r" using assms(2) by (rule notnotD)
thus "r"
ged

subsection {* Regla de eliminacidén del condicional *}

text {x
La regla de eliminacién del condicional es la regla del modus ponens
-mp: [P — Q; P| = Q

*}

text {*
Ejemplo 3. (p. 6) Demostrar que
-pAg, pAgQ—rV pkrVp
*}

- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_3_1:

assumes 1: "—p A q" and

2: "-pANq —>1r V —p"

shows "vr V —p"
proof -

show "r V —p" using 2 1 by (rule mp)
ged

- "La demostracidén estructurada es"
lemma ejemplo_3_2:

assumes "—p A q"

"-p Aq — r V —p"

shows "r V —p"
proof -

show "r V —p" using assms(2,1)
ged

- "La demostracidén automdtica es"
lemma ejemplo_3_3:
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assumes "—p A q"
"-p Aq —r V p"
shows "r V —p"
using assms
by auto

text {x
Ejemplo 4 (p. 6) Demostrar que
p,p —9q, p — (@ —1) Fr
*}

- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_4_1:
assumes 1: "p" and
2: "p — q" and
3:"p — (q — )"
shows "r"
proof -
have 4: "q" using 2 1 by (rule mp)
have 5: "qg — r" using 3 1 by (rule mp)
show 6: "r" using 5 4 by (rule mp)
ged

- "La demostracidén estructurada es"
lemma ejemplo_4_2:
assumes "p"
"p —s q"
"p — (@ — )"
shows "r"
proof -
have "q" using assms(2,1)
have "q — r" using assms(3,1)
thus "r" using ‘qf
ged

- "La demostracidén automdtica es"
lemma ejemplo_4_3:
"lps; p — a5 p — (@ — )] = "
by auto
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subsection {* Regla derivada del modus tollens *}

text {x
Para ajustarnos al tema de LI vamos a introducir la regla del modus
tollens
-mt: |[F — G; -G] = —F
aunque, de momento, sin detallar su demostracidm.

*}

lemma mt: "|F — G; —G] = —F"
by auto

text {*
Ejemplo 5 (p. 7). Demostrar
p— (g — 1), p, v —q
*}

- "La demostracidn detallada es"
lemma ejemplo_5_1:
assumes 1: "p — (@ — r)" and

2: "p" and
3: II_|rII
shows "—q"

proof -
have 4: "q — r" using 1 2 by (rule mp)
show "—q" using 4 3 by (rule mt)

ged

- "La demostracidn estructurada es"
lemma ejemplo_5_2:
assumes "p — (@ — )"
A n
%
II_|rII
shows "—q"
proof -
have "q — r" using assms(1,2)
thus "—q" using assms(3) by (rule mt)
ged

- "La demostracidon automatica es"
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lemma ejemplo_5_3:
assumes "p — (q@ — )"

Ilpll
II_\rII
shows "'—q"
using assms
by auto
text {x

Ejemplo 6. (p. 7) Demostrar
“p — d, g Fp
*}

- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_6_1:

assumes 1: "-p — q" and

2: "q"

shows "p"
proof -

have 3: "——p" using 1 2 by (rule mt)

show "p" using 3 by (rule notnotD)
ged

- "La demostracidén estructurada es"
lemma ejemplo_6_2:
assumes "—p — q"
II_|qII
shows "p"
proof -
have "——p" using assms(1,2) by (rule mt)
thus "p" by (rule notnotD)
ged

- "La demostracidén automdtica es"
lemma ejemplo_6_3:
"|[-p — a; —q] = p"
by auto

text {x
Ejemplo 7. (p. 7) Demostrar
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p— —q, 9~ —p
*}

- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_7_1:
assumes 1: "p — —q" and
2: "q"
shows "—p"
proof -
have 3: "——q" using 2 by (rule notnotI)
show "—p" using 1 3 by (rule mt)
ged

- "La demostracidén detallada es"
lemma ejemplo_7_2:
assumes "p — —q"
ng"
shows "—p"
proof -
have "——q" using assms(2) by (rule notnotI)
with assms(1) show "—p" by (rule mt)
ged

- "La demostracidén estructurada es"
lemma ejemplo_7_3:
"lp — —a; q] = —p"
by auto

subsection {* Regla de introduccién del condicional *}

text {x
La regla de introduccién del condicional es
< impl: (P = Q) = P — Q

*}

text {*
Ejemplo 8. (p. 8) Demostrar
p—4qF =g — —p
*}
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- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_8_1:

assumes 1: "p — q"

shows "—q —> —p"
proof -

{ assume 2: "—q"

have "—p" using 1 2 by (rule mt) }

thus "—q — —p" by (rule impI)

ged

text {x
Nota sobre el lenguaje: En la demostracidon anterior se ha usado
- "{ ... }" para representar una caja. *}

- "La demostracién estructurada es"
lemma ejemplo_8_2:

assumes "p — q"

shows "—q — —p"
proof

assume "—q"

with assms show "—p" by (rule mt)
ged

- "La demostracién automatica es"
lemma ejemplo_8_3:

assumes "p — q"

shows "—q — —p"
using assms
by auto

text {*
Ejemplo 9. (p. 9) Demostrar
-q — pFp— "q
*}

- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_9_1:

assumes 1: "—q — —p"

shows "p — ——q"
proof -
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{ assume 2: "p"
have 3: "——p" using 2 by (rule notnotI)
have "——q" using 1 3 by (rule mt) }
thus "p — ——q" by (rule impI)
ged

- "La demostracidn estructurada es"
lemma ejemplo_9_2:

assumes "—q — —p"

shows "'p — ——q"
proof

assume "p"

hence "——p" by (rule notnotI)

with assms show "——q" by (rule mt)
ged

- "La demostracidn automdtica es"
lemma ejemplo_9_3:

assumes "—q — —p"

shows "p — ——q"
using assms

by auto
text {x
Ejemplo 10 (p. 9). Demostrar
Fp—p
*}

- "La demostracidén detallada es"

lemma ejemplo_10_1:
llp _> pll

proof -

{ assume 1: "p"

have "p" using 1 by this }

thus "p — p" by (rule impI)

ged

- "La demostracidén estructurada es"
lemma ejemplo_10_2:
llp _> pll
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proof (rule impI)
ged

- "La demostracidén automdtica es"
lemma ejemplo_10_3:
llp } pll
by auto

text {x
Ejemplo 11 (p. 10) Demostrar
F({QqQ@—1) — ((+q — p) — (p — 1))
*}

- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_11_1:
"(g — 1) — ((-nq — p) — (p — )"
proof -
{ assume 1: "q — "
{ assume 2: "-q — —p"
{ assume 3: "p"
have 4: "——p" using 3 by (rule notnotI)
have 5: "——q" using 2 4 by (rule mt)
have 6: "q" using 5 by (rule notnotD)
have "r" using 1 6 by (rule mp) }
hence "p — r" by (rule impI) }
hence "(-q — —p) — p —> r" by (rule impI) }
thus "(q@ — r) — ((=q — —p) — p — 1r)" by (rule impI)
ged

- "La demostracién hacia atras es"
lemma ejemplo_11_2:
"q@— 1) — ((0q — p) — (p — 1))"
proof (rule impI)
assume 1: "q — r"
show "(—-q — —p) — (p — )"
proof (rule impI)
assume 2: "—q — —p"
show "p — r"
proof (rule impI)
assume 3: '"p"
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have 4: "——p" using 3 by (rule notnotI)
have 5: "——q" using 2 4 by (rule mt)
have 6: "q" using 5 by (rule notnotD)
show "r" using 1 6 by (rule mp)
ged
ged
ged

- "La demostracién hacia atrds con reglas implicitas es"
lemma ejemplo_11_3:
"(g — 1) — ((-nq — p) — (p — )"
proof
assume 1: "q — r"
show "(-q — —-p) — (p — 1"
proof
assume 2: "—q — —p"
show "p — r"
proof
assume 3: '"p"
have 4: "——p" using 3 ..
have 5: "——q" using 2 4 by (rule mt)
have 6: "q" using 5 by (rule notnotD)
show "r" using 1 6 ..
ged
ged
ged

- "La demostracién sin etiquetas es"
lemma ejemplo_11_4:
"(q — 1) — ((-q — p) — (p — )"
proof
assume '"q — r"
show "(—-q — —p) — (p — )"
proof
assume "—q — —p"
show "p — "
proof
assume "p"
hence "——p" ..
with ‘=q — —p‘ have "——q" by (rule mt)
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hence "q" by (rule notnotD)
with ‘q — r‘¢ show "r"
qged
ged
ged

- "La demostracidén automatica es"
lemma ejemplo_11_5b:
"(q@ — 1) — ((nq — p) — (p — )"
by auto

subsection {* Reglas de la disyuncién *}

text {*
Las reglas de la introduccidén de la disyuncidén son
- disjIl: P =— P V Q
- disjI2: Q — P V Q
La regla de elimacidén de la disyuncidn es
- disjE: [PV Q; P = R; Q = R] = R
*3

text {*
Ejemplo 12 (p. 11). Demostrar
pVakqVp
*}

- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_12_1:
assumes "p V q"
shows "q V p"
proof -
have "p V q" using assms by this
moreover
{ assume 2: "p"
have "q V p" using 2 by (rule disjI2) }
moreover
{ assume 3: "q"
have "q V p" using 3 by (rule disjI1) }
ultimately show "q V p" by (rule disjE)
ged
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text {*
Nota sobre el lenguaje: En la demostracidén anterior se ha usado
- "moreover" para separar los bloques y
- "ultimately" para unir los resultados de los bloques. *}

- "La demostracidén detallada con reglas implicitas es"
lemma ejemplo_12_2:
assumes "p V q"
shows "q V p"
proof -
note ‘p V qf
moreover
{ assume "p"
hence "q V p" .. }
moreover
{ assume "q"
hence "q V p" .. }
ultimately show 'q V p"
ged

text {*
Nota sobre el lenguaje: En la demostracidén anterior se ha usado
- "note" para copiar un hecho. *}

- "La demostracién hacia atras es"
lemma ejemplo_12_3:
assumes 1: "p V q"
shows "q V p"
using 1
proof (rule disjE)
{ assume 2: "p"
show "q V p" using 2 by (rule disjI2) }
next
{ assume 3: "q"
show "q V p" using 3 by (rule disjI1) }
ged

- "La demostracién hacia atréds con reglas implicitas es"
lemma ejemplo_12_4:
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assumes "p V q"
shows "q V p"
using assms
proof
{ assume '"p"
thus "q V p" .. }
next
{ assume "q"
thus "q V p" .. }
ged

- "La demostracidn automdtica es"
lemma ejemplo_12_5b:

assumes "p V q"

shows "q V p"
using assms
by auto

text {x
Ejemplo 13. (p. 12) Demostrar
qQq—rkFpVgqg—pVr
*}

- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_13_1:
assumes 1: "q — "
shows "p V.q — p V "
proof (rule impI)
assume 2: "p V q"
thus "p V r"
proof (rule disjE)
{ assume 3: "p"
show "p V r" using 3 by (rule disjIl) }
next
{ assume 4: "q"
have 5: "r" using 1 4 by (rule mp)
show "p V r" using 5 by (rule disjI2) }
ged
ged
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- "La demostracién estructurada es"
lemma ejemplo_13_2:
assumes '"q — 1"
shows "p V.q — p V "
proof
assume "p V q"
thus "p V "
proof
{ assume "p"
thus "p V r" .. }
next
{ assume "q"
have "r" using assms ‘q‘
thus "p V r" .. }
ged
ged

- "La demostracién automatica es"
lemma ejemplo_13_3:

assumes "q — 1"

shows "p V.q — p V "
using assms
by auto

subsection {* Regla de copia *}

text {*
Ejemplo 14 (p. 13). Demostrar
Fp— (@ — p)
*}

- "La demostracidn detallada es"
lemma ejemplo_14_1:
"'p — (@ — p)"
proof (rule impI)
assume 1: "p"
show "q — p"
proof (rule impI)
assume "q"
show "p" using 1 by this
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ged
ged

- "La demostracidén estructurada es"
lemma ejemplo_14_2:
llp — (q —_— p)ll

proof
assume "p"
thus "q — p"
ged

- "La demostracidén automatica es"
lemma ejemplo_14_3:
"p — (@ — p)"
by auto

subsection {* Reglas de la negacién *}

text {*
La regla de eliminacidén de lo falso es
- FalseE: False — P
La regla de eliminacién de la negacidn es
- notE: |-P; P| = R
La regla de introduccién de la negacidn es
- notl: (P = False) =— —P

*3

text {*
Ejemplo 15 (p. 15). Demostrar
pVagkp-—aq
*}

- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_15_1:

assumes 1: "—-p V q"

shows "p — q"
proof (rule impI)

assume 2: "p"

note 1

thus "q"
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proof (rule disjE)
{ assume 3: "—p"
show "q" using 3 2 by (rule notE) }
next
{ assume 4: "q"
show "q" using 4 by this}
ged
ged

- "La demostracién estructurada es"
lemma ejemplo_15_2:
assumes "—p V q"
shows "p — q"
proof
assume "p"
note ‘—p V q°
thus "q"
proof
{ assume "-p"
thus "q" using ‘p¢ .. }
next
{ assume "q"
thus "q" . }
ged
ged

- "La demostracién automdtica es"
lemma ejemplo_15_3:

assumes "—p V q"

shows "p — q"
using assms
by auto

text {x*
Ejemplo 16 (p. 16). Demostrar
p—4q, p— 7qF -p
*}

- "La demostracidén detallada es"
lemma ejemplo_16_1:
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assumes 1: "p — q" and
2: '"p — —q"

shows "—p"
proof (rule notI)

assume 3: '"p"

have 4: "q" using 1 3 by (rule mp)

have 5: "—q" using 2 3 by (rule mp)

show False using 5 4 by (rule notE)
ged

- "La demostracidn estructurada es"
lemma ejemplo_16_2:
assumes "p — q"
Ilp _> _\qll
shows "—p"
proof
assume "p"
have "q" using assms(1)
have "—q" using assms(2)
thus False using ‘q‘
ged

(4R 4

p

[ 4

%

- "La demostracidén automdtica es"
lemma ejemplo_16_3:
assumes "p — q"
llp _> _|qu
shows "—p"
using assms
by auto

subsection {* Reglas del bicondicional *}

text {*
La regla de introduccién del bicondicional es
- ifflI: [P = Q; Q = P| = P «— Q
Las reglas de eliminacién del bicondicional son
- iffD1: |Q ¢— P; Q] = P
- iffD2: [P +— Q; Q] = P
*}
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text {*
Ejemplo 17 (p. 17) Demostrar
*}

- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_17_1:
"(p A @ — (g A P
proof (rule iffI)
{ assume 1: "p A q"
have 2: "p" using 1 by (rule conjunctl)
have 3: "q" using 1 by (rule conjunct2)
show "q A p" using 3 2 by (rule conjI) }
next
{ assume 4: "q A p"
have 5: "q" using 4 by (rule conjunctl)
have 6: "p" using 4 by (rule conjunct2)
show "p A q" using 6 5 by (rule conjI) }
ged

- "La demostracién estructurada es"
lemma ejemplo_17_2:
"p A q — (g AP
proof
{ assume 1: "p A q"
have "p" using 1 ..
have "q" using 1 ..

show "q A p" using ‘q‘ ‘p¢ .. }
next
{ assume 2: "q A p"
have "qQ" using 2 ..
have "p" using 2 ..
show "p A q" using ‘p‘ ‘q‘¢ .. }

ged

- "La demostracidén automdtica es"
lemma ejemplo_17_3:
"(p A q) —— (g A P
by auto

text {*
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Ejemplo 18 (p. 18). Demostrar
p<—4q pVaFpAgq
*}

- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_18_1:
assumes 1: "p <— q" and
2: "p V q"
shows "p A q"
using 2
proof (rule disjE)
{ assume 3: "p"
have 4: "q" using 1 3 by (rule iffD1)
show "p A q" using 3 4 by (rule conjI) }
next
{ assume 5: "q"
have 6: "p" using 1 5 by (rule iffD2)
show "p A q" using 6 5 by (rule conjI) }
ged

- "La demostracién estructurada es"
lemma ejemplo_18_2:
assumes "p <— q"
Ilp \/ qll
shows "p A q"
using assms(2)
proof
{ assume "p"
with assms(1) have "q"
with ‘p¢ show "p A q" .. }
next
{ assume "q"
with assms(1) have "p"
thus "p A q" using ‘q‘ .. }
ged

- "La demostracidén automatica es"
lemma ejemplo_18_3:
assumes "p <— q"

llp \/ qll
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shows "p A q"
using assms
by auto

subsection {* Reglas derivadas *}
subsubsection {* Regla del modus tollens *}

text {x
Ejemplo 19 (p. 20) Demostrar la regla del modus tollens a partir de
las reglas bésicas.

*}

- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_20_1:

assumes 1: "F — G" and

2: "G"

shows "—F"
proof (rule notI)

assume 3: "F"

have 4: "G" using 1 3 by (rule mp)

show False using 2 4 by (rule notE)
ged

- "La demostracidon estructurada es"
lemma ejemplo_20_2:
assumes "F — G"

II_|GII
shows "M
proof
assume "F"

with assms(1) have "G"
with assms(2) show False ..
ged

- "La demostracidon automatica es"
lemma ejemplo_20_3:
assumes "F — G"
II_\GII
shows "—F"
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using assms
by auto

subsubsection {* Regla de la introduccién de la doble negacidn *}

text {*
Ejemplo 21 (p. 21) Demostrar la regla de introduccién de la doble
negacidén a partir de las reglas basicas.

*}

- "La demostracidén detallada es"
lemma ejemplo_21_1:

assumes 1: "F"

shows "——F"
proof (rule notI)

assume 2: "—F"

show False using 2 1 by (rule notE)
ged

- "La demostracidén estructurada es"
lemma ejemplo_21_2:

assumes "F"

shows "——F"
proof

assume "—F"

thus False using assms
ged

- "La demostracidén automatica es"
lemma ejemplo_21_3:

assumes "F"

shows "——F"
using assms
by auto

subsubsection {* Regla de reduccidén al absurdo *}
text {x

La regla de reduccidén al absurdo en Isabelle se correponde con la
regla clasica de contradiccidn
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. ccontr: (=P —> False) — P
*}

subsubsection {* Ley del tercio excluso *}

text {*
La ley del tercio excluso es
- excluded_middle: —P V P
*}

text {*
Ejemplo 22 (p. 23). Demostrar la ley del tercio excluso a partir de
las reglas basicas.

*}

- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_22_1:
"F vV —F"
proof (rule ccontr)
assume 1: "—(F V —F)"
thus False
proof (rule notE)
show "F VvV —F"
proof (rule disjI2)
show "—F"
proof (rule notI)
assume 2: "F"
hence 3: "F V —F" by (rule disjIl)
show False using 1 3 by (rule notE)
ged
ged
ged
ged

- "La demostracidn estructurada es"
lemma ejemplo_22_2:
"F V —F"
proof (rule ccontr)
assume " (F VvV —F)"
thus False
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proof (rule notE)
show "F V —F"
proof (rule disjI2)
show "—F"
proof (rule notI)
assume "F"
hence "F V —F"
with ‘= (F V —F) ‘show False
ged
ged
ged
ged

- "La demostracién automatica es"
lemma ejemplo_22_3:
IIF \/ _|Fll
using assms
by auto

text {*
Ejemplo 23 (p. 24). Demostrar
P—4qF 7p Vg
*}

- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_23_1:
assumes 1: "p — q"
shows "—p V q"
proof -
have "—p V p" by (rule excluded_middle)
thus "—-p V q"
proof (rule disjE)
{ assume "-p"
thus "—p V q" by (rule disjI1) }
next
{ assume 2: "p"
have "q" using 1 2 by (rule mp)
thus "—p V q" by (rule disjI2) }
ged
ged
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- "La demostracidn estructurada es"
lemma ejemplo_23_2:

assumes "p — q"

shows "—p V q"
proof -

have "—p V p"

thus "—-p V q"

proof
{ assume "—p"
thus "-p V q" .. }
next

{ assume "p"
with assms have "Qq"
thus "-p V q" .. }
ged
ged

- "La demostracién automatica es"
lemma ejemplo_23_3:

assumes "p — q"

shows "—p V q"
using assms
by auto

subsection {* Demostraciones por contradiccidén *}

text {*
Ejemplo 24. Demostrar que
-p, pVakgq
*}

- "La demostracidén detallada es"
lemma ejemplo_24_1:
assumes "—p"

llp \/ qll
shows "q"
using ‘p V q°

proof (rule disjE)
assume "p"
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with assms(1) show "q" by contradiction
next

assume "q"

thus "q" by assumption
ged

- "La demostracidn estructurada es"
lemma ejemplo_24_2:

assumes "—p"

llp \/ qll

shows "q"
using ‘p V q°
proof

assume "p"

with assms(1) show "g"
next

assume "q"

thus "q"
ged

- "La demostracidén automatica es"
lemma ejemplo_24_3:
assumes "—p"
Ilp \/ qll
shows "q"
using assms
by auto

end




Tema 2

Deduccion natural en 16gica de primer
orden

header {* Tema 2: Deduccién natural en légica de primer orden *}

theory T2_Deduccion_natural_en_logica_de_primer_orden
imports Main
begin

text {x
El objetivo de este tema es presentar la deduccidn natural en
légica de primer orden con Isabelle/HOL. La presentacidén se
basa en los ejemplos de tema 8 del curso LMF que se encuentra
en http://goo.gl/uJj8d (que a su vez se basa en el libro de
Huth y Ryan "Logic in Computer Science" http://goo.gl/qsVpY ).

La pagina al lado de cada ejemplo indica la pagina de las
transparencias de LMF donde se encuentra la demostracidén. *}

section {* Reglas del cuantificador universal *}

text {*
Las reglas del cuantificador universal son
- allE: [Vx. P x; Pa = R] = R
- alll: (Ax. P x) — Vx. P x
*}
text {*

39
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Ejemplo 1 (p. 10). Demostrar que
P(c), Vx. (P(x) — —Q(x)) F —Q(c)
*}

- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_la:
assumes 1: "P(c)" and
2: "Vx. (P(x) — Q)"
shows "—Q(c)"
proof -
have 3: "P(c) — —Q(c)" using 2 by (rule allE)
show 4: "—Q(c)" using 3 1 by (rule mp)
ged

- "La demostracidén estructurada es"
lemma ejemplo_1b:
assumes "P(c)"
"Wx. (P(x) — Q)"
shows "—Q(c)"
proof -
have "P(c) — —Q(c)" using assms(2)
thus "—Q(c)" using assms(1)
ged

- "La demostracidén automdtica es"
lemma ejemplo_1ic:
assumes "P(c)"
"Wx. (P(x) — Q)"
shows "—Q(c)"
using assms
by auto

text {x
Ejemplo 2 (p. 11). Demostrar que
Vx. (P x — —(Q x)), Vx. Px F Vx. =(Q x)
*}

- "La demostracidén detallada es"
lemma ejemplo_2a:
assumes 1: "Vx. (P x — —(Q x))" and
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2: "Vx. P x"
shows "Vx. —(Q x)"
proof -
{ fix a

have 3: "P a — —(Q a)" using 1 by (rule allE)
have 4: "P a" using 2 by (rule allE)
have 5: "=(Q a)" using 3 4 by (rule mp) }
thus "Vx. —(Q x)" by (rule alll)
ged

- "La demostracidén detallada hacia atras es"
lemma ejemplo_2b:

assumes 1: "Vx. (P x — —(Q x))" and

2: "¥x. P x"

shows "Vx. —(Q x)"
proof (rule alll)

fix a

have 3: "P a — —(Q a)" using 1 by (rule allE)

have 4: "P a" using 2 by (rule allE)

show 5: "—(Q a)" using 3 4 by (rule mp)
ged

- "La demostracidén estructurada es"
lemma ejemplo_2c:
assumes "Vx. (P x — —(Q x))"

"Wx. P x"
shows "Vx. —(Q x)"
proof
fix a

have "P a" using assms(2)
have "P a — —(Q a)" using assms(1)
thus "—(Q a)" using ‘P a‘

ged

- "La demostracidén automatica es"
lemma ejemplo_2d:
assumes "Vx. (P x — —(Q x))"
"Wx. P x"
shows "Wx. —(Q x)"
using assms
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by auto

section {* Reglas del cuantificador existencial *}

text {*
Las reglas del cuantificador existencial son
- exI: Pa=— dx. Px
- exE: [Fx. P x; Ax. Px = Q] = Q

En la regla exE la nueva variable se introduce mediante la declaracidn
"obtain ... where ... by (rule exE)"

*}

text {x
Ejemplo (p. 12). Demostrar que
Vx. Px F dx. P x
*}

- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_3a:
assumes "Vx. P x"
shows "dx. P x"
proof -
fix a
have "P a" using assms by (rule allE)
thus "Jx. P x" by (rule exI)
ged

- "La demostracidén estructurada es"
lemma ejemplo_3b:

assumes "Vx. P x"

shows "dx. P x"
proof -

fix a

have "P a" using assms

thus "dx. P x"
ged

- "La demostracidn estructurada se puede simplificar"
lemma ejemplo_3c:
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assumes "Vx. P x"
shows "dx. P x"
proof (rule exI)
fix a
show "P a" using assms
ged

- "La demostracidn estructurada se puede simplificar aun mas"
lemma ejemplo_3d:

assumes "Vx. P x"

shows "dx. P x"
proof

fix a

show "P a" using assms
ged

- "La demostracidén automatica es"
lemma ejemplo_3e:

assumes "Vx. P x"

shows "dx. P x"
using assms
by auto

text {x
Ejemplo 4 (p. 13). Demostrar
Vx. P x — Qx), dx. Px F dx. Q x
*}

- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_4a:
assumes 1: "Vx. (P x — Q x)" and
2: "Jdx. P x"
shows "dx. Q x"
proof -
obtain a where 3: "P a" using 2 by (rule exE)
have 4: "P a — Q a" using 1 by (rule allE)
have 5: "Q a" using 4 3 by (rule mp)
thus 6: "Jx. Q x" by (rule exI)
ged
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- "La demostracién estructurada es"
lemma ejemplo_4b:
assumes "Vx. (P x — Q x)"
"Jx. P x"
shows "dx. Q x"
proof -
obtain a where "P a" using assms(2)
have "P a — Q a" using assms(1)
hence "Q a" using ‘P a‘
thus "dx. Q x"
ged

- "La demostracidén automdtica es"
lemma ejemplo_4c:
assumes "Vx. (P x — Q x)"
"Jx. P x"
shows "dx. Q x"
using assms
by auto

section {* Demostracidén de equivalencias *}

text {x

Ejemplo 5.1 (p. 15). Demostrar
—-Vx. P x F dx. =(P x) *}

- "La demostracidén detallada es"
lemma ejemplo_5_1a:
assumes "—(Vx. P(x))"
shows  "dx. —P(x)"
proof (rule ccontr)
assume "—(Jx. —P(x))"
have "Vx. P(x)"
proof (rule alll)
fix a
show "P(a)"
proof (rule ccontr)
assume "—P(a)"
hence "dx. —P(x)" by (rule exI)
with ‘—(dx. —P(x))‘ show False by (rule notE)
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ged
ged
with assms show False by (rule notE)
ged

- "La demostracidén estructurada es"
lemma ejemplo_5_1b:
assumes "—(Vx. P(x))"
shows "dx. —P(x)"
proof (rule ccontr)
assume "—(dx. —P(x))"
have "Vx. P(x)"
proof
fix a
show "P(a)"
proof (rule ccontr)
assume "—P(a)"
hence "dx. —P(x)" ..
with ‘—(dx. —P(x)) ¢ show False ..
ged
ged
with assms show False ..
ged

- "La demostracidén automdtica es"
lemma ejemplo_5_1c:

assumes "—(Vx. P(x))"

shows "dx. —P(x)"
using assms
by auto

text {x

Ejemplo 5.2 (p. 16). Demostrar
dx. -(P x) F —Vx. P x *}

- "La demostracidén detallada es"
lemma ejemplo_5_2a:

assumes "dx. —P(x)"

shows "—(Vx. P(x))"
proof (rule notI)
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assume "Vx. P(x)"
obtain a where "—P(a)" using assms by (rule exE)
have "P(a)" using ‘Vx. P(x)¢ by (rule allE)
with ‘—P(a)‘ show False by (rule notE)
ged

- "La demostracidén estructurada es"
lemma ejemplo_5_2b:
assumes "dx. —P(x)"
shows " (Vx. P(x))"
proof
assume "Vx. P(x)"
obtain a where "—P(a)" using assms ..
have "P(a)" using ‘Vx. P(x)°
with ‘—P(a)‘ show False ..
ged

- "La demostracidén automdtica es"
lemma ejemplo_5_2c:

assumes "dx. —P(x)"

shows "= (Vx. P(x))"
using assms
by auto

text {*
Ejemplo 5.3 (p. 17). Demostrar
F =Vx. P x <+— dx. =(P x) *}

- "La demostracidén detallada es"

lemma ejemplo_5_3a:
"(—(Vx. P(x))) +— (Fx. "P(x))"

proof (rule iffI)

assume "—(Vx. P(x))"

thus "dx. —P(x)" by (rule ejemplo_5_1a)
next

assume "dx. —P(x)"

thus "—(Vx. P(x))" by (rule ejemplo_5_2a)
ged

- "La demostracidon automatica es"
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lemma ejemplo_5_3b:
"(=(Vx. P(x))) +— (Fx. -Px))"
by auto

text {*
Ejemplo 6.1 (p. 18). Demostrar
Vx. P(x) A Qx) F (Vx. P(x)) A (Vx. Q(x)) *}

- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_6_1a:
assumes "Vx. P(x) A Q)"
shows  "(Vx. P(x)) A (Vx. Q(x))"
proof (rule conjI)
show "Vx. P(x)"
proof (rule alll)
fix a
have "P(a) A Q(a)" using assms by (rule allE)
thus "P(a)" by (rule conjunctl)
ged
next
show "Vx. Q(x)"
proof (rule alll)
fix a
have "P(a) A Q(a)" using assms by (rule allE)
thus "Q(a)" by (rule conjunct2)
ged
ged

- "La demostracidén estructurada es"
lemma ejemplo_6_1b:
assumes "Vx. P(x) A Q)"
shows "(Vx. P(x)) A (Vx. Qx))"
proof
show "Vx. P(x)"
proof
fix a
have "P(a) A Q(a)" using assms ..
thus "P(a)"
ged
next
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show "Vx. Q(x)"

proof
fix a
have "P(a) A Q(a)" using assms ..
thus "Q(a)"
ged
ged

- "La demostracidén automatica es"
lemma ejemplo_6_1c:

assumes "Vx. P(x) A Q)"

shows "(Vx. P(x)) A (V. Q)"
using assms
by auto

text {*

Ejemplo 6.2 (p. 19). Demostrar
(Vx. P(x)) AN (Vx. Qx)) F Vx. P(x) A Q(x) x*}

- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_6_2a:
assumes "(Vx. P(x)) A (Vx. Q(x))"
shows "Wx. P(x) A Q)"
proof (rule alll)
fix a
have "Vx. P(x)" using assms by (rule conjunctl)
hence "P(a)" by (rule allE)
have "Vx. Q(x)" using assms by (rule conjunct2)
hence "Q(a)" by (rule allE)
with ‘P(a)‘ show "P(a) A Q(a)" by (rule conjI)
ged

- "La demostracidén estructurada es"
lemma ejemplo_6_2b:
assumes "(Vx. P(x)) A (Vx. Qx))"
shows "Wx. P(x) A Q(x)"
proof
fix a
have "Vx. P(x)" using assms ..
hence "P(a)" by (rule allE)
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have "Vx. Q(x)" using assms ..

hence "QCa)" ..
with ‘P(a)‘ show "P(a) A QCa)" ..
ged

- "La demostracidén automdtica es"
lemma ejemplo_6_2c:
assumes "(Vx. P(x)) A (Vx. Q&))"
shows "Wx. P(x) A Q)"
using assms
by auto

text {x
Ejemplo 6.3 (p. 20). Demostrar
F Vx. P(x) A Q(x) «— (V. P(x)) A (Vx. Q(x)) *}

- "La demostraciéon detallada es"

lemma ejemplo_6_3a:
"(Vx. P(x) A Q(x)) «— ((Vx. P(x)) A (Vx. Q)"

proof (rule iffI)

assume "Vx. P(x) A Q(x)"

thus "(Vx. P(x)) A (Vx. Q(x))" by (rule ejemplo_6_1a)
next

assume "(Vx. P(x)) A (Vx. Q(x))"

thus "Vx. P(x) A Q(x)" by (rule ejemplo_6_2a)
ged

text {*
Ejemplo 7.1 (p. 21). Demostrar
(Ix. P(x)) V (dx. Q(x)) F dx. P(x) V Qx) *}

- "La demostracidén detallada es"
lemma ejemplo_7_1la:
assumes "(dx. P(x)) V (dx. Q&))"
shows "Jx. P(x) V Q)"
using assms
proof (rule disjE)
assume "Jx. P(x)"
then obtain a where "P(a)" by (rule exE)
hence "P(a) V Q(a)" by (rule disjI1)
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thus "Jdx. P(x) V Q(x)" by (rule exI)
next

assume "dx. Qx)"

then obtain a where "Q(a)" by (rule exE)

hence "P(a) V Q(a)" by (rule disjI2)

thus "Jdx. P(x) V Q(x)" by (rule exI)
ged

- "La demostracidén estructurada es"
lemma ejemplo_7_1b:
assumes "(dx. P(x)) V (dx. Q)"
shows "dx. P(x) V Q)"
using assms
proof
assume "dx. P(x)"
then obtain a where "P(a)"
hence "P(a) V Q(a)"
thus "dx. P(x) V Qx)" .
next
assume "dx. Q(x)"
then obtain a where "Q(a)"
hence "P(a) V Q(a)"
thus "dx. P(x) V Qx)" .
ged

- "La demostracidén automdtica es"
lemma ejemplo_7_1c:
assumes "(dx. P(x)) V (Ix. Q&))"
shows "Jx. P(x) V Q)"
using assms
by auto

text {x

Ejemplo 7.2 (p. 22). Demostrar
dx. P(x) V Q(x) F (Ix. P(x)) V (dx. Qx)) =}

- "La demostracidén detallada es"
lemma ejemplo_7_2a:

assumes "dx. P(x) V Q)"

shows "(dx. P(x)) V (dx. Q)"
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proof -
obtain a where "P(a) V Q(a)" using assms by (rule exE)
thus "(dx. P(x)) V (dx. Q)"
proof (rule disjE)
assume "P(a)"
hence "dx. P(x)" by (rule exI)
thus "(dx. P(x)) V (dx. Q(x))" by (rule disjI1)
next
assume "Q(a)"
hence "Jx. Q(x)" by (rule exI)
thus "(Jx. P(x)) V (Jx. Q&))" by (rule disjI2)
ged
ged

- "La demostracidén estructurada es"
lemma ejercicio_7_2b:
assumes "dx. P(x) V Q)"
shows "(dx. P(x)) V (dx. Q&))"
proof -
obtain a where "P(a) V Q(a)" using assms ..
thus "(dx. P(x)) V (Ix. Q&))"
proof
assume "P(a)"
hence "dx. P(x)" ..
thus "(dx. P(x)) V (dx. Q&))" ..
next
assume "Q(a)"
hence "dx. Q(x)" ..
thus "(dx. P(x)) V (dx. Q&))" ..
ged
ged

- "La demostracidén automdtica es"
lemma ejercicio_7_2c:

assumes "dx. P(x) V Q)"

shows "(dx. P(x)) V (dx. Q&))"
using assms
by auto

text {*
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Ejemplo 7.3 (p. 23). Demostrar
F ((3x. Px)) V (3x. Qx))) +— (x. P(x) V Qx)) *}

- "La demostracidon detallada es"

lemma ejemplo_7_3a:
"((dx. P(x)) V (dx. Q(x))) +— (Ix. Px) V Q)"

proof (rule iffI)

assume "(dx. P(x)) V (dx. Q&))"

thus "dx. P(x) V Q(x)" by (rule ejemplo_7_1a)
next

assume "dx. P(x) V Q)"

thus "(dx. P(x)) V (Ix. Q(x))" by (rule ejemplo_7_2a)
ged

- "La demostracidén automdtica es"
lemma ejemplo_7_3b:
"((3x. P(x)) V (Ix. Q(x))) +— (Ix. P(x) V Q&))"
using assms
by auto

text {*
Ejemplo 8.1 (p. 24). Demostrar
Jx y. P(x,y) F dy x. P(x,y) *}

- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_8_1la:
assumes "Jdx y. P(x,y)"
shows "dy x. P(x,y)"
proof -
obtain a where "dy. P(a,y)" using assms by (rule exE)
then obtain b where "P(a,b)" by (rule exE)
hence "Jx. P(x,b)" by (rule exI)
thus "dy x. P(x,y)" by (rule exI)
ged

- "La demostracién estructurada es"
lemma ejemplo_8_1b:

assumes "Jdx y. P(x,y)"

shows "dy x. P(x,y)"
proof -
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obtain a where "Jy. P(a,y)" using assms
then obtain b where "P(a,b)"
hence "dx. P(x,b)"
thus "dy x. P(x,y)"
ged

- "La demostracidén automatica es"
lemma ejemplo_8_1c:

assumes "Jdx y. P(x,y)"

shows "dy x. P(x,y)"
using assms
by auto

text {*
Ejemplo 8.2. Demostrar
Jy x. P(x,y) F dx y. P(x,y) *}

- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_8_2a:
assumes "dy x. P(x,y)"
shows "dx y. P(x,y)"
proof -
obtain b where "dJx. P(x,b)" using assms by (rule exE)
then obtain a where "P(a,b)" by (rule exE)
hence "dy. P(a,y)" by (rule exI)
thus "Jdx y. P(x,y)" by (rule exI)
ged

- "La demostracidn estructurada es"
lemma ejemplo_8_2b:
assumes "dy x. P(x,y)"
shows "dx y. P(x,y)"
proof -
obtain b where "Jx. P(x,b)" using assms
then obtain a where "P(a,b)"
hence "Jdy. P(a,y)"
thus "Jdx y. P(x,y)"
ged

- "La demostracidon estructurada es"
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lemma ejemplo_8_2c:
assumes "dy x. P(x,y)"
shows "dJx y. P(x,yp"

using assms

by auto

text {x
Ejemplo 8.3 (p. 25). Demostrar
F (dx y. P(x,y)) <— (Jy x. P(x,y)) *}

- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_8_3a:

"(Ix y. P(x,y)) «— (Jy x. P(x,y))"
proof (rule iffI)

assume "Jx y. P(x,y)"

thus "dy x. P(x,y)" by (rule ejemplo_8_1a)
next

assume "Jy x. P(x,y)"

thus "dx y. P(x,y)" by (rule ejemplo_8_2a)
ged

- "La demostracidén automatica es"
lemma ejemplo_8_3b:

"(Jdx y. P(x,y)) +— (Jy x. P(x,y))"
by auto

section {* Reglas de la igualdad *}

text {x
Las reglas basicas de la igualdad son:
-refl: t=+¢
- subst: s =t; Ps|] = Pt

*}

text {*
Ejemplo 9 (p. 27). Demostrar
x+1 = 1+x, x+1 > 1 — x+1 >0 F 1+x > 1 — 14+x > 0
*}

- "La demostracidon detallada es'
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lemma ejemplo_9a:
assumes "x+1 = 1+x"
"x+1 > 1 — x+1 > 0"
shows "1+x > 1 — 1+x > 0"
proof -

show "1+x > 1 — 1+x > 0" using assms by (rule subst)

ged

- "La demostracidén estructurada es"
lemma ejemplo_9b:
assumes "x+1 = 1+x"
"x+1 > 1 — x+1 > 0"
shows "1+x > 1 — 1+x > 0"
using assms
by (rule subst)

- "La demostracidén automatica es"
lemma ejemplo_9c:
assumes '"x+1 = 1+x"
"x+1 > 1 — x+1 > O"
shows "1+x > 1 — 1+x > O"
using assms
by auto

text {*
Ejemplo 10 (p. 27). Demostrar
x=y,y=ztx=2
*}

- "La demostracidén detallada es"
lemma ejemplo_10a:

assumes "x = y"

Ily = zll

shows "x = z"
proof -

show "x = z" using assms(2,1) by (rule subst)
ged

- "La demostracidén estructurada es"
lemma ejemplo_10b:
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assumes "x = y"

Ily = zll

shows "'x = z"
using assms(2,1)
by (rule subst)

- "La demostracidén automatica es"
lemma ejemplo_10c:
assumes "x = y"

”y:Z

shows "x = z"

using assms
by auto

text {*
Ejemplo 11 (p. 28). Demostrar
s=thFt=s
*}

- "La demostracién detallada es"
lemma ejemplo_11la:
assumes "s = t"
shows "t = s"
proof -
have "s = s" by (rule refl)
with assms show "t = s" by (rule subst)

ged

- "La demostracidén automatica es"
lemma ejemplo_11b:

assumes "s = t"

shows "t = g"
using assms
by auto

end




Tema 3

Resumen de Isabelle/Isar y de la 16gica

header {* Tema 3: Resumen del lenguaje Isabelle/Isar y las reglas de la ldégica *}

theory T3
imports Main
begin

section {* Sintaxis (simplificada) de Isabelle/Isar *}

text {*

Representacidén de lemas (y teoremas)

- Un lema (o teorema) comienza con una etiqueta seguida por algunas
premisas y una conclusién.

- Las premisas se introducen con la palabra "assumes" y se separan
con "and".

- Cada premisa puede etiquetarse para referenciarse en la demostracidm.

- La conclusidén se introduce con la palabra "shows".

Gramadtica (simplificada) de las demostraciones en Isabelle/Isar

<demostracidén> ::= proof <método> <declaracidén>* qed
| by <método>
<declaracién> ::= fix <variable>+
| assume <proposicidn>+
| (from <hecho>+)? have <proposicidén>+ <demostracidén>
| (from <hecho>+)? show <proposicién>+ <demostracién>
<proposicidn> = (<etiqueta>:)? <cadena>
hecho ::= <etiqueta>
método 1= -

57



58 Tema 3. Resumen de Isabelle/Isar y de la 16gica

| this

| rule <hecho>

| simp

| blast

| auto

| induct <variable>

La declaracidén "show" demuestra la conclusién de la demostracién
mientras que la declaracidn "have" demuestra un resultado intermedio.

*}

section {* Atajos de Isabelle/Isar *}

text {x
Isar tiene muchos atajos, como los siguientes:
this | éste | el hecho probado en la declaracidén anterior
then | entonces | from this
hence | por lo tanto | then have
thus | de esta manera | then show
with hecho+ | con | from hecho+ and this
| por ésto | by this
. | trivialmente | by regla (Isabelle adivina la regla)
*}

section {* Resumen de las reglas de la ldégica *}

text {x
Resumen de reglas proposicionales:
- Truel: True
- conjI: [P; Q] = P A Q
- conjunctl: PANQ—=—P
- conjunct2: PAQ = Q
- conjE: [PAQ [P; Q) = R] = R
- disjI1: P— P VQ
- disjI2: Q — PVAQ
- disjE: [PVQP=R; Q = R| = R
- notl: (P = False) = —P
- notE: [-P; P| = R
- FalseE: False — P

- notnotD: —-—— P =— P
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- impI: P = Q = P —Q
- impE: [P — Q; P; Q = R|] = R
- mp: [P — Q; P = Q
- 1ff: (P Q > (Q > P) > P =Q
- iffl: [P = Q; Q@ = P] = P =Q
. iffD1: [Q=P; Q) = P
- iffD2: [P=Q Q) = P
- iffE: [P=Q [P —Q; Q — P] = R|] = R
- ccontr: (=P = False) = P
- classical: (=P = P) = P
- excluded_middle: —P V P
- disjCI: (-Q = P) = P V Q
- impCE: [P — Q; =P = R; Q = R| = R
- iffCE: [P=Q [P; 4 = R; |[-P; Q] = R] = R
- swap: [-P; -R = P| = R
*3
text {*
Resumen de reglas de cuantificadores:
- allE: [Vx. P x; Py = R|] = R
- alll: (Ax. P x) = Vx. P x
- exI: Pa=— dx. Px
- exE: [Fx. P x; Ax. Px = Q] = Q
*}
text {*
Resumen de reglas de la igualdad:
- refl: t=t
- subst: [s=t; Ps| = Pt
- trans: [t =s;s=t] =1r=t¢
-+ Sym: s =t —1t=s
- not_sym: t#£s =8 #t
- ssubst: [t =s; Ps|] =Pt
- box_equals: [[a=b; a=c; b=d] = ¢c=4d
- arg_cong: x=y—fx=1~fy
- fun_cong: ft=g=—=~fx=gx
[

- cong:
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text {x
Nota: Mas informacidn sobre las reglas de inferencia se encuentra en
la seccidén 2.2 de "Isabelle’s Logics: HOL" http://goo.gl/ZwdUu
(pagina 8).

*}




Tema 4

Programacion funcional con
Isabelle/HOL

header {* Tema 4: Programacidén funcional en Isabelle *}

theory T4
imports Main
begin

section {* Introduccién *}

text {*
En este tema se presenta el lenguaje funcional que esta
incluido en Isabelle. El lenguaje funcional es muy parecido a
Haskell. *}

section {* Nimeros naturales, enteros y booleanos *}

text {* En Isabelle estan definidos los numero naturales con la sintaxis
de Peano usando dos constructores: 0 (cero) y Suc (el sucesor).

Los nimeros como el 1 son abreviaturas de los correspondientes en la
notacion de Peano, en este caso "Suc 0".

El tipo de los numeros naturales es nat.

Por ejemplo, el siguiente del 0 es el 1. *}
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value "Suc 0" -- "= 1"

text {* En Isabelle estid definida la suma de los nimeros naturales:
(x +y) es la suma de x e y.

Por ejemplo, la suma de los nimeros naturales 1 y 2 es el numero
natural 3. *}

value "(1::nat) + 2" -- "= 3"
text {* La notacidén del par de dos puntos se usa para asignar un tipo a
un término (por ejemplo, (1::nat) significa que se considera que 1 es

un nadmero natural).

En Isabelle estad definida el producto de los nlmeros naturales:
(x * y) es el producto de x e y.

Por ejemplo, el producto de los numeros naturales 2 y 3 es el numero
natural 6. *}

value "(2::nat) * 3" -- "= g"

text {* En Isabelle estid definida la divisidén de nimeros naturales:
(n div m) es el cociente entero de x entre y.

Por ejemplo, la divisién natural de 7 entre 3 es 2. *}
value "(7::nat) div 3" -- "= 2"

text {* En Isabelle estd definida el resto de divisidn de numeros
naturales: (n mod m) es el resto de dividir n entre m.

Por ejemplo, el resto de dividir 7 entre 3 es 1. *}
value "(7::nat) mod 3" -- "= 1"

text {* En Isabelle también estan definidos los numeros enteros. El tipo
de los enteros se representa por int.

Por ejemplo, la suma de 1 y -2 es el nlGmero entero -1. *}
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value "(1::int) + -2" -- "= _qn

text {* Los numerales estan sobrecargados. Por ejemplo, el 1 puede ser
un natural o un entero, dependiendo del contexto.

Isabelle resuelve ambigiiedades mediante inferencia de tipos.

A veces, es necesario usar declaraciones de tipo para resolver la
ambigiiedad.

En Isabelle estan definidos los valores booleanos (True y False), las
conectivas (-, A, V, — y <) y los cuantificadores (V y ).

El tipo de los booleanos es bool. *}

text {* La conjuncién de dos formulas verdaderas es verdadera. *}
value "True A True" -- "= True"

text {* La conjuncién de un férmula verdadera y una falsa es falsa. *}
value "True A False" -- '"= False"

text {* La disyuncién de una foérmula verdadera y una falsa es
verdadera. *}
value "True V False" -- '"= True"

text {* La disyuncién de dos formulas falsas es falsa. *}
value "False V False" -- "= False"

text {* La negacién de una férmula verdadera es falsa. *}
value "—True" -- "= False"

text {* Una férmula falsa implica una férmula verdadera. *}
value "False — True" -- "= True"

text {* Un lema introduce una proposicidén seguida de una demostracién.
Isabelle dispone de varios procedimientos automaticos para generar

demostraciones, uno de los cuales es el de simplificacién (1llamado
simp) .
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El procedimiento simp aplica un conjunto de reglas de reescritura, que
inicialmente contiene un gran numero de reglas relativas a los objetos
definidos. *}

text {* Ej. de simp: Todo elemento es igual a si mismo. *}
lemma "Vx. x = x"

by simp

text {* Ej. de simp: Existe un elemento igual a 1. *}
lemma "dx. x = 1"

by simp

section {* Definiciones no recursivas *}

text {* La disyuncién exclusiva de A y B se verifica si una es verdadera
y la otra no lo es. *}

definition xor :: "bool = bool = bool" where
"xor AB= (A A —-B) V (mA A B)"

text {* Prop.: La disyuncién exclusiva de dos foérmulas verdaderas es
falsa.

Dem.: Por simplificacidén, usando la definicidén de la disyuncidn
exclusiva.

*}

lemma "xor True True = False"
by (simp add: xor_def)

text {* Se afilade la definicidén de la disyuncidén exclusiva al conjunto de
reglas de simplificacién automaticas. *}

declare xor_def [simp]

lemma "xor True False = True"
by simp

section {* Definiciones locales *}
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text {* Se puede asignar valores a variables locales mediante ’let’ y
usarlo en las expresiones dentro de ’in’.

Por ejemplo, si x es el nimero natural 3, entonces "x*x=9". %}
value "let x = 3::nat in x * x" -- "= 9"
section {* Pares *}

text {* Un par se representa escribiendo los elementos entre paréntesis
y separados por coma.

El tipo de los pares es el producto de los tipos.

La funcién fst devuelve el primer elemento de un par y la snd el
segundo.

Por ejemplo, si p es el par de nimeros naturales (2,3), entonces la
suma del primer elemento de p y 1 es igual al segundo elemento de
p. *}

value "let p = (2,3)::nat X nat in fst p + 1 = snd p"

section {* Listas *}

text {* Una lista se representa escribiendo los elementos entre
corchetes y separados por comas.

La lista vacia se representa por [].
Todos los elementos de una lista tienen que ser del mismo tipo.
El tipo de las listas de elementos del tipo a es (a list).

El término (x#xs) representa la lista obtenida afiadiendo el elemento x
al principio de la lista xs.

Por ejemplo, la lista obtenida afiadiendo sucesivamente a la lista
vacia los elementos c, b y a es [a,b,c]. *}
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value "a#(b#(c#[1))" -- "= [a,b,c]"
text {* Funciones de descomposidén de listas:
- (hd xs) es el primer elemento de la lista xs.

- (tl xs) es el resto de la lista xs.

Por ejemplo, si xs es la lista [a,b,c], entonces el primero de xs es a
y el resto de xs es [b,c]. *}

value "let xs = [a,b,c] in hd xs = a A tl xs = [b,c]" -- "= True"

text {* (length xs) es la longitud de la lista xs. Por ejemplo, la
longitud de la lista [1,2,3] es 3. *}

value "length [1,2,3]" -- "= 3"

text {* En la sesién 47 de "Isabelle/HOL - Higher-Order Logic"
http://goo.gl/sFsFF se encuentran mds definiciones y propiedades de
las listas. *}

section {* Registros x}

text {* Un registro es una colecci6én de campos y valores.

Por ejemplo, los puntos del plano se pueden representar mediante
registros con dos campos, las coordenadas, con valores enteros. *}

record punto =
coordenada_x :: int
coordenada_y :: int

text {* Ejemplo, el punto pt tiene de coordenadas 3 y 7. *}

definition pt :: punto where
"pt = (lcoordenada_x = 3, coordenada_y = 7[)"

text {* Ejemplo, la coordenada x del punto pt es 3. *}

value "coordenada_x pt" -- "= 3"
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text {* Ejemplo, sea pt2 el punto obtenido a partir del punto pt
cambiando el valor de su coordenada x por 4. Entonces la coordenada x
del punto pt2 es 4. x}

value "let pt2 = pt(lcoordenada_x:=4|) in coordenada_x (pt2)" -- "= 4"

section {* Funciones andénimas *}

text {* En Isabelle pueden definirse funciones andénimas.

Por ejemplo, el valor de la funcidn que a un nimero le asigna su doble
aplicada a 1 es 2. x}

value "(Ax. x + x) 1::nat" -- "= 2"
section {* Condicionales *}

text {* El valor absoluto del entero x es x, si "x > 0" y es -x en caso
contrario. *}

definition absoluto :: "int = int'" where
"absoluto x = (if x > 0 then x else -x)"

text {* Ejemplo, el valor absoluto de -3 es 3. x}
value "absoluto(-3)" -- "= 3"

text {* Def.: Un nimero natural n es un sucesor si es de la forma
(Suc m). %}

definition es_sucesor :: "nat = bool" where
"es_sucesor n = (case n of
0 = False

| Suc m = True)"
text {* Ejemplo, el nlGmero 3 es sucesor. *}

value "es_sucesor 3" -- "= True"
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section {* Tipos de datos y definiciones recursivas *}

text {* Una lista de elementos de tipo a es la lista Vacia o se obtiene
afiadiendo, con Cons, un elemento de tipo a a una lista de elementos de
tipo a. *}

datatype ’a Lista = Vacia | Cons ’a "’a Lista"

text {* (conc xs ys) es la concatenacidén de las lista xs e ys. Por
ejemplo,
conc (Cons a (Cons b Vacia)) (Cons ¢ Vacia)
= Cons a (Cons b (Cons c¢ Vacia))

*}

fun conc :: "’a Lista = ’a Lista = ’a Lista" where
"conc Vacia ys = ys"
| "conc (Cons x xs) ys = Cons x (conc xs ys)"

value "conc (Cons a (Cons b Vacia)) (Cons c¢ Vacia)"
-- "= Cons a (Cons b (Cons ¢ Vacia))"

text {* (suma n) es la suma de los primeros n nimeros naturales. Por
ejemplo,
suma 3 = 6

*}

fun suma :: "nat = nat" where
"suma O = Q"

| "suma (Suc m) (Suc m) + suma m"

value "suma 3" -- "= 6"

text {* (sumalmpares n) es la suma de los n primeros nimeros
impares. Por ejemplo,
sumaImpares 3 = 9

*}

fun sumalmpares :: "nat = nat" where
"sumalmpares 0O = 0"
| "sumaImpares (Suc n) = (2 * (Suc n) - 1) + sumalmpares n"
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value "sumalmpares 3" -- "= 9"

end
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Tema 4. Programacién funcional con Isabelle/HOL




Tema 5

Razonamiento sobre programas

header {* Tema 5: Razonamiento sobre programas *}

theory Tb
imports Main
begin

text {x
En este tema se demuestra con Isabelle las propiedades de los
programas funcionales como se expone en el tema 8 del curso
"Informatica" que puede leerse en http://goo.gl/Imvyt *}

section {* Razonamiento ecuacional *}

text {#¥ -- - ------———— o
Ejemplo 1. Definir, por recursidén, la funcidn
longitud :: ’a list = nat

tal que (longitud xs) es la longitud de la listas xs. Por ejemplo,
longitud [4,2,5] = 3

fun longitud :: "’a list = nat" where
"longitud [] = 0"
| "longitud (x#xs) = 1 + longitud xs"

value "longitud [4,2,5]" -- "= 3"
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Ejemplo 2. Demostrar que
longitud [4,2,5] = 3

___________________________________________________________________ *}
lemma "longitud [4,2,5] = 3"
by simp
text {# --——- -
Ejemplo 3. Definir la funcidn
fun intercambia :: ’a X b = ’b X ’a
tal que (intercambia p) es el par obtenido intercambiando las
componentes del par p. Por ejemplo,
intercambia (u,v) = (v,u)
__________________________________________________________________ *}
fun intercambia :: "’a X ’b = ’b X ’a" where
"intercambia (x,y) = (y,x)"
value "intercambia (u,v)" -- "= (v,u)"
text {# - -- - - -----
Ejemplo 4. (p.6) Demostrar que
intercambia (intercambia (x,y)) = (x,y)
___________________________________________________________________ *}

- "La demostracién detallada es"
lemma "intercambia (intercambia (x,y)) = (x,y)"
proof -
have "intercambia (intercambia (x,y)) = intercambia (y,x)"
by (simp only: intercambia.simps)
also have "... = (x,y)"
by (simp only: intercambia.simps)
finally show "intercambia (intercambia (x,y)) = (x,y)" by simp
ged

text {*
El razonamiento ecuacional se realiza usando la combinacién de "also"

(ademas) y "finally" (finalmente). *}

- "La demostracidn estructurada es"
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lemma "intercambia (intercambia (x,y)) = (x,y)"

proof -
have "intercambia (intercambia (x,y)) = intercambia (y,x)" by simp
also have "... = (x,y)" by simp
finally show "intercambia (intercambia (x,y)) = (x,y)" by simp

ged

- "La demostracidén automdtica es"
lemma "intercambia (intercambia (x,y)) = (x,y)"

by simp
text {% ~- - --v- - b i i i i b i b b
Ejemplo 5. Definir, por recursidén, la funcidn
inversa :: ’a list = ’a list

tal que (inversa xs) es la lista obtenida invirtiendo el orden de los
elementos de xs. Por ejemplo,

inversa [a,d,c] = [c,d,al]
__________________________________________________________________ *}
fun inversa :: "’a list = ’a list" where
"inversa [] = "
| "inversa (x#xs) = inversa xs @ [x]"
value "inversa [a,d,c]" -- "= [c,d,al"
text {* ~————— -
Ejemplo 6. (p. 9) Demostrar que
inversa [x] = [x]
___________________________________________________________________ *}
- "La demostracidon detallada es'
lemma "inversa [x] = [x]"
proof -

have "inversa [x] = inversa (x#[])" by simp

also have "... = (inversa []) @ [x]" by (simp only: inversa.simps(2))
also have "... = [1 @ [x]" by (simp only: inversa.simps(1))
also have "... = [x]" by (simp only: append_Nil)

finally show "inversa [x] = [x]" by simp
ged
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- "La demostracidén estructurada es"
lemma "inversa [x] = [x]"
proof -
have "inversa [x] = inversa (x#[])" by simp

also have "... = (inversa []) @ [x]" by simp
also have "... = [] @ [x]" by simp
also have "... = [x]" by simp
finally show "inversa [x] = [x]" by simp
ged

- "La demostracidon automatica es"
lemma "inversa [x] = [x]"
by simp

section {* Razonamiento por induccidén sobre los naturales *}

text {*
[Principio de induccidén sobre los naturales] Para demostrar una
propiedad P para todos los numeros naturales basta probar que el 0
tiene la propiedad P y que si n tiene la propiedad P, entonces n+l
también la tiene.
[P 0; An. Pn = P (Suc n)| = P m

En Isabelle el principio de induccidn sobre los naturales esta
formalizado en el teorema nat.induct y puede verse con
thm nat.induct

*}

text {* —-—----m o —_— — —- -
Ejemplo 7. Definir la funcidn
repite :: nat = ’a = ’a list
tal que (repite n x) es la lista formada por n copias del elemento
x. Por ejemplo,
repite 3 a = [a,a,a]

fun repite :: "nat = ’a = ’a list" where
"repite 0 x = []"
| "repite (Suc n) x = x # (repite n x)"
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value "repite 3 a" -- "= [a,a,a]"

text {# ---—-- -
Ejemplo 8. (p. 18) Demostrar que
longitud (repite n x) =n

- "La demostracidn estructurada es"
lemma "longitud (repite n x) = n"
proof (induct n)
show "longitud (repite O x) = 0" by simp
next
fix n
assume HI: "longitud (repite n x) = n"
have "longitud (repite (Suc n) x) = longitud (x # (repite n x))"
by simp
also have "... = 1 + longitud (repite n x)" by simp
also have "... =1 + n" using HI by simp
finally show "longitud (repite (Suc n) x) = Suc n" by simp
ged

- "La demostracidén automatica es"
lemma "longitud (repite n x) = n"
by (induct n) auto

section {* Razonamiento por induccidén sobre listas *}

text {*
Para demostrar una propiedad para todas las listas basta demostrar
que la lista vacia tiene la propiedad y que al afiadir un elemento a una
lista que tiene la propiedad se obtiene otra lista que también tiene la
propiedad.

En Isabelle el principio de induccidn sobre listas estd formalizado
mediante el teorema list.induct que puede verse con
thm list.induct
*}

text {*¥ ~-~——— - -
Ejemplo 9. Definir la funcidn
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conc :: ’a list = ’a list = ’a list
tal que (conc xs ys) es la concatencidén de las listas xs e ys. Por
ejemplo,
conc [a,d] [b,d,a,c] = [a,d,b,d,a,c]
__________________________________________________________________ *}
fun conc :: "’a list = ’a list = ’a list" where
"conc [] ys = ys"
| "conc (x#xs) ys = x # (conc xs ys)"
value "conc [a,d] [b,d,a,c]" -- "= [a,d,b,d,a,c]"
text {* - -
Ejemplo 10. (p. 24) Demostrar que
conc xs (conc ys zs) = (conc xs ys) zs
___________________________________________________________________ *}

- "La demostracidn estructurada es"
lemma "conc xs (conc ys zs) = conc (conc xs ys) zs"
proof (induct xs)

show "conc [] (conc ys zs) = conc (conc [] ys) zs" by simp
next

fix x xs

assume HI: "conc xs (conc ys zs) = conc (conc xs ys) zs"

have "conc (x # xs) (conc ys zs) = x # (conc xs (conc ys zs))" by simp
also have "... = x # (conc (conc xs ys) zs)" using HI by simp
also have "...

conc (conc (x # xs) ys) zs" by simp
finally show "conc (x # xs) (conc ys zs) = conc (conc (x # xs) ys) zs" by simp
ged

- "La demostracién automatica es"
lemma "conc xs (conc ys zs) = conc (conc xs ys) zs"
by (induct xs) auto

text {# - -- - - --- -

Ejemplo 11. Refutar que
CONC X8 yS = CONC yS X8

lemma "conc xs ys = conc ys xs"
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quickcheck
oops

text {* Encuentra el contraejemplo,

xs = [a2]
ys = [al] *}
text {¥ ~--—— - —————— -

Ejemplo 12. (p. 28) Demostrar que
conc xs [] = xs

___________________________________________________________________ *}
- "La demostracidn estructurada es"
lemma "conc xs [] = xs"
proof (induct xs)
show "conc [1 [1 = [1" by simp
next
fix x xs
assume HI: "conc xs [] = xs"
have "conc (x # xs) [] = x # (conc xs []1)" by simp
also have "... = x # xs" using HI by simp
finally show "conc (x # xs) [] = x # xs" by simp
ged
- "La demostracién automatica es"
lemma "conc xs [] = xs"
by (induct xs) auto
text {* —-—-m -
Ejemplo 13. (p. 30) Demostrar que
longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys
___________________________________________________________________ *}

- "La demostracién automatica es"
lemma "longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys"
proof (induct xs)

show "longitud (conc [] ys) = longitud [] + longitud ys" by simp
next

fix x xs

assume HI: "longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys"
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have "longitud (conc (x # xs) ys) = longitud (x # (conc xs ys))"

by simp
also have "... = 1 + longitud (conc xs ys)" by simp
also have "... =1 + longitud xs + longitud ys" using HI by simp
also have " = longitud (x # xs) + longitud ys" by simp

finally show ”longltud (conc (x # xs) ys) =
longitud (x # xs) + longitud ys" by simp
ged

- "La demostracién automatica es"
lemma "longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys"
by (induct xs) auto

section {* Induccién correspondiente a la definicidén recursiva *}

Ejemplo 14. Definir la funcidn
coge :: nat = ’a list = ’a list
tal que (coge n xs) es la lista de los n primeros elementos de xs. Por

ejemplo,
coge 2 [a,c,d,b,e]l = [a,c]
__________________________________________________________________ *}
fun coge :: "nat = ’a list = ’a list" where
"coge n [] = 1"
| "coge 0 xs = [1"

| "coge (Suc n) (x#xs) = x # (coge n xs)"

value "coge 2 [a,c,d,b,e]l" -- "= [a,c]"
text {* —--mmm -
Ejemplo 15. Definir la funcidn
elimina :: nat = ’a list = ’a list

tal que (elimina n xs) es la lista obtenida eliminando los n primeros

elementos de xs. Por ejemplo,
elimina 2 [a,c,d,b,e]l = [d,Db,e]

fun elimina :: "nat = ’a list = ’a list" where

- o

"elimina n []
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| "elimina O xs = xs"

| "elimina (Suc n) (x#xs) elimina n xs"

value "elimina 2 [a,c,d,b,el" -- "= [d,b,e]™
text {x
La definicidn coge genera el esquema de induccidén coge.induct:
[An. P n [1;

Ax xs. P 0 (x#xs);
An x xs. P n xs = P (Suc n) (x#xs)]
— P nx

Puede verse usando "thm coge.induct". *}

text {# -~ -- - - - -
Ejemplo 16. (p. 35) Demostrar que
conc (coge n xs) (elimina n xs) = xs

- "La demostracidn estructurada es"
lemma "conc (coge n xs) (elimina n xs) = xs"
proof (induct rule: coge.induct)
fix n
show "conc (coge n []) (elimina n []) = [1" by simp
next
fix x xs
show "conc (coge O (x#xs)) (elimina O (x#xs)) = x#xs" by simp
next
fix n x xs
assume HI: "conc (coge n xs) (elimina n xs) = xs"
have "conc (coge (Suc n) (x#xs)) (elimina (Suc n) (x#xs)) =
conc (x#(coge n xs)) (elimina n xs)" by simp
also have "... = x#(conc (coge n xs) (elimina n xs))" by simp
also have "... = x#xs" using HI by simp
finally show "conc (coge (Suc n) (x#xs)) (elimina (Suc n) (x#xs)) = x#xs"
by simp
ged

- "La demostracidén automdtica es"
lemma "conc (coge n xs) (elimina n xs) = xs"
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by (induct rule: coge.induct) auto
section {* Razonamiento por casos *}

text {*
Distincién de casos sobre listas:
- E1 método de distincidén de casos se activa con (cases xs) donde xs
es del tipo lista.
- "case Nil" es una abreviatura de
"assume Nil: xs =[]".
- "case Cons'" es una abreviatura de
"fix ? 7?7 assume Cons: xs = 7 # 77"
donde ? y 77 son variables anénimas. *}

text {# - -- - - --- -
Ejemplo 17. Definir la funcidn
esVacia :: ’a list = bool

tal que (esVacia xs) se verifica si xs es la lista vacia. Por ejemplo,

esVacia [] = True
esVacia [1] = False
__________________________________________________________________ *}
fun esVacia :: "’a list = bool" where
"egVacia [] = True"
| "esVacia (x#txs) = False"
value "esVacia []" -- "= True"
value "esVacia [1]" -- "= False"
text {* -~~~ ———— -
Ejemplo 18 (p. 39) . Demostrar que
esVacia xs = esVacia (conc xs xs)
___________________________________________________________________ *}

- "La demostracidn estructurada es"
lemma "esVacia xs = esVacia (conc xs xs)"
proof (cases xs)

assume "xs = []"

thus "esVacia xs = esVacia (conc xs xs)" by simp
next



Razonamiento automatico (2012-13)

81

fix y ys

assume "xs = y#ys"

thus "esVacia xs = esVacia (conc xs xs)" by simp
ged

- "La demostracidn estructurada simplificada es"
lemma "esVacia xs = esVacia (conc xs xs)"
proof (cases xs)

case Nil

thus "esVacia xs = esVacia (conc xs xs)" by simp
next

case Cons

thus "esVacia xs = esVacia (conc xs xs)" by simp

ged

- "La demostracidon automatica es"
lemma "esVacia xs = esVacia (conc xs xs)"
by (cases xs) auto

section {* Heuristica de generalizacidn *}

text {*
Heuristica de generalizacidén: Cuando se use demostracidn estructural,
cuantificar universalmente las variables libres (o, equivalentemente,
considerar las variables libres como variables arbitrarias). *}

text {# -———---m -
Ejemplo 19. Definir la funcidn
inversalAc :: ’a list = ’a list

tal que (inversaAc xs) es a inversa de xs calculada usando
acumuladores. Por ejemplo,

inversaAc [a,c,b,e] = [e,b,c,al
__________________________________________________________________ *}
fun inversaAcAux :: "’a list — ’a list = ’a list'" where
"inversaAcAux [] ys = ys"

| "inversaAcAux (x#xs) ys = inversaAcAux xs (x#ys)"

fun inversalAc :: "’a list = ’a list" where
"inversalAc xs = inversalAcAux xs []"
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value "inversaAc [a,c,b,e]" -- "= [e,b,c,a]"

text {¥ ~-~-—— - - -
Ejemplo 20. (p. 44) Demostrar que
inversaAcAux xs ys = (inversa xs) @ ys

___________________________________________________________________ *}
- "La demostracidn estructurada es"
lemma inversaAcAux_es_inversa:
"inversaAcAux xs ys = (inversa xs) @ ys"
proof (induct xs arbitrary: ys)
show "Ays. inversaAcAux [] ys = inversa [] @ ys" by simp
next
fix a xs
assume HI: "Ays. inversaAcAux xs ys = inversa xs@ys"
show "/Ays. inversaAcAux (a#xs) ys = inversa (a#xs)@Qys"
proof -
fix ys
have "inversaAcAux (a#xs) ys = inversaAcAux xs (a#ys)" by simp
also have "... = inversa xs@(a#ys)" using HI by simp
also have "... = inversa (a#xs)@ys" by simp
finally show "inversaAcAux (a#xs) ys = inversa (a#xs)Qys" by simp
ged
ged
- "La demostracidén automatica es"
lemma "inversaAcAux xs ys = (inversa xs)Qys"
by (induct xs arbitrary: ys) auto
text { ~--v----o-o-- e . e b f b b b —————————
Ejemplo 21. (p. 43) Demostrar que
inversaAc xs = inversa Xs
___________________________________________________________________ *}

- "La demostracién automatica es"
corollary "inversaAc xs = inversa xs"
by (simp add: inversaAcAux_es_inversa)

section {* Demostracidén por induccidén para funciones de orden superior *}
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text {* -——---- -
Ejemplo 22. Definir la funcidn
sum :: nat list — nat

tal que (sum xs) es la suma de los elementos de xs. Por ejemplo,
sum [3,2,5] = 10

fun sum :: "nat list = nat" where
llsum [] = oll
| "sum (x#xs) = x + sum xs8"

value "sum [3,2,5]" -- "= 10"

text {# - == - ------ -
Ejemplo 23. Definir la funcidn
map :: (’a = ’b) = ’a list = ’b list
tal que (map f xs) es la lista obtenida aplicando la funcién f a los
elementos de xs. Por ejemplo,
map (Ax. 2*x) [3,2,5] = [6,4,10]

__________________________________________________________________ *}
fun map :: "(’a = ’b) = ’a list = ’b list" where
nmap f [] = [] "
| "map f (x#xs) = (f x) # map f xs"
value "map (Ax. 2*x) [3::nat,2,5]" -- "= [6,4,10]"
text {* --——--m -
Ejemplo 24. (p. 45) Demostrar que
sum (map (Ax. 2*x) xs) = 2 * (sum xs)
___________________________________________________________________ *}

- "La demostracidn estructurada es"
lemma "sum (map (Ax. 2*x) xs) = 2 * (sum xs)"
proof (induct xs)

show "sum (map (Ax. 2*x) []) = 2 * (sum [])" by simp
next

fix a xs

assume HI: "sum (map (Ax. 2*x) xs) = 2 * (sum xs)"
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have "sum (map (Ax. 2*x) (a#xs)) = sum ((2*a)#(map (Ax. 2*x) xs))"

by simp
also have "... = 2*a + sum (map (Ax. 2*x) xs)" by simp
also have "... = 2*a + 2x(sum xs)" using HI by simp
also have " = 2x(a + sum xs)" by simp
also have " = 2x(sum (a#xs))" by simp

finally show "sum (map (Ax. 2*x) (a#txs)) = 2*(sum (a#xs))" by simp
ged

- "La demostracién automatica es"
lemma "sum (map (Ax. 2%x) xs) = 2 * (sum xs)"
by (induct xs) auto

text {* ~-————- - -
Ejemplo 25. (p. 48) Demostrar que
longitud (map f xs) = longitud xs

- "La demostracidn estructurada es"
lemma "longitud (map f xs) = longitud xs"
proof (induct xs)
show "longitud (map f []) = longitud []" by simp
next
fix a xs
assume HI: "longitud (map f xs) = longitud xs"
have "longitud (map f (a#xs)) = longitud (f a # (map f xs))" by simp

also have "... =1 + longitud (map f xs)" by simp
also have "... =1 + longitud xs" using HI by simp
also have "... = longitud (a#xs)" by simp

finally show "longitud (map f (a#xs)) = longitud (a#xs)" by simp
ged

- "La demostracién automatica es"
lemma "longitud (map f xs) = longitud xs"
by (induct xs) auto

section {* Referencias *}

text {x
- J.A. Alonso. "Razonamiento sobre programas" http://goo.gl/R0603
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- G. Hutton. "Programming in Haskell". Cap. 13 "Reasoning about
programms" .

- 5. Thompson. "Haskell: the Craft of Functional Programming, 3rd
Edition. Cap. 8 "Reasoning about programms".

- L. Paulson. "ML for the Working Programmer, 2nd Edition". Cap. 6.
"Reasoning about functional programs'.

*}

end
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Tema 6

Razonamiento por casos y por induccion

header {* Tema 6: Razonamiento por casos y por induccidn *}

theory T6
imports Main Parity
begin

text {x
En este tema se amplian los métodos de demostracidén por casos y por

induccidn iniciados en el tema anterior.

*}
section {* Razonamiento por distincidén de casos *}

subsection {* Distincidn de casos booleanos *}

text {x
Ejemplo de demostracidén por distincidén de casos booleanos:
—A V A
*}

- "La demostracidén estructurada es"
lemma "—A V A"
proof cases

assume "A"
thus 7thesis
next

assume "—A"

87



88 Tema 6. Razonamiento por casos y por induccién

thus 7thesis
ged

- "La demostracidén detallada es"
lemma "—A V A"
proof cases

assume "A"
thus ?thesis by (rule disjI2)
next

assume "—A"
thus ?thesis by (rule disjI1)
ged

- "La demostracidén automdtica es"
lemma "—A V A"

by auto
text {x
Ejemplo de demostracidén por distincidn de casos booleanos nominados:
—-A VA
*}

- "La demostracidén estructurada es"
lemma "—A V A"
proof (cases "A")
case True
thus 7thesis
next
case False
thus 7thesis
ged

- "La demostracidén detallada es"
lemma "—A V A"
proof (cases "A")

case True

thus ?thesis by (rule disjI2)
next

case False

thus ?thesis by (rule disjI1)
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ged

text {x
El método "cases" sobre una férmula:
- E1 método (cases F) es una abreviatura de la aplicacién de la regla
[F = Q; F = Q] = Q
- La expresidn "case True'" es una abreviatura de F.
- La expresidn "case False" es una abreviatura de —F.
- Ventajas de '"cases'" con nombre:
- reduce la escritura de la férmula y
- es independiente del orden de los casos.

*}
subsection {* Distincidn de casos sobre otros tipos de datos x}

text {x
Ejemplo de distincidn de casos sobre listas:
La longitud del resto de una lista es la longitud de la lista menos 1.

*}

- "La demostracién detallada es"
lemma "length(tl xs) = length xs - 1"
proof (cases xs)

case Nil thus 7thesis by simp
next

case Cons thus 7thesis by simp
ged

- "La demostracién automatica es"
lemma "length(tl xs) = length xs - 1"
by auto

text {x
Distincién de casos sobre listas:
- E1 método de distincidn de casos se activa con (cases xs) donde xs
es del tipo lista.
- "case Nil" es una abreviatura de
"assume Nil: xs =[]".
- "case Cons" es una abreviatura de
"fix ? 7?7 assume Cons: xs = 7 # 727"
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donde 7 y 7?7 son variables andnimas.

*}

text {*
Ejemplo de andlisis de casos:
El resultado de eliminar los n+l primeros elementos de xs es el mismo
que eliminar los n primeros elementos del resto de xs.

*}

- "La demostracién detallada es"
lemma "drop (n + 1) xs = drop n (tl xs)"
proof (cases xs)

case Nil thus "drop (n + 1) xs = drop n (tl xs)" by simp
next

case Cons thus "drop (n + 1) xs = drop n (tl xs)" by simp
ged

- "La demostracién automatica es"
lemma "drop (n + 1) xs = drop n (tl xs)"
by (cases xs) auto

text {x
La funcidén drop estd definida en la teoria List de forma que
(drop n xs) la lista obtenida eliminando en xs} los n primeros
elementos. Su definicidn es la siguiente
drop_Nil: "drop n [1 = [1" |
drop_Cons: '"drop n (x#xs) = (case n of
0 => xi#txs |
Suc(m) => drop m xs)"

*}
section {* Induccidén matemidtica *}

text {x
[Principio de induccidén matemdtical
Para demostrar una propiedad P para todos los niumeros naturales basta
probar que el O tiene la propiedad P y que si n tiene la propiedad P,
entonces n+l también la tiene.
[P 0; An. Pn = P (Suc n)| = P m
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En Isabelle el principio de induccidén matemdtica estd formalizado en

el teorema nat.induct y puede verse con
thm nat.induct

*}

text {*
Ejemplo de demostracidén por induccidn: Usaremos el principio de
induccién matemdtica para demostrar que
1+3+ ...+ (2n-1) = n~2

Definicién. [Suma de los primeros impares]
(suma_impares n) la suma de los n nlimeros impares. Por ejemplo,
suma_impares 3 = 9

*}

fun suma_impares :: "nat = nat" where
"suma_impares 0 = 0"
| "suma_impares (Suc n) = (2%(Suc n) - 1) + suma_impares n"

value "suma_impares 3"

text {x
Ejemplo de demostracidén por induccidn matemdtica:
La suma de los n primeros nimeros impares es n~2.

*}

- "La demostracidn automdtica es"
lemma "suma_impares n = n *x n"
by (induct n) simp_all

- "La demostracién usando patrones es"
lemma "suma_impares n = n * n" (is "7P n")
proof (induct n)

show "7?P 0" by simp
next

fix n assume "7P n"

thus "7?P (Suc n)" by simp
ged

text {*
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Patrones: Cualquier férmula seguida de (is patrdén) equipara el patrén
con la férmula.

*}

- "Demostracién del lema anterior con patrones y razonamiento ecuacional"
lemma "suma_impares n = n * n" (is "7P n")
proof (induct n)

show "7?P 0" by simp
next

fix n assume HI: "7P n"

have "suma_impares (Suc n) = (2 * (Suc n) - 1) + suma_impares n" by simp
also have "... = (2 *x (Suc n) - 1) + n * n" using HI by simp
also have "... =n *n + 2 *x n + 1" by simp
finally show "7P (Suc n)" by simp
ged

- "Demostracidn del lema anterior por induccidn y razonamiento ecuacional"
lemma "suma_impares n = n * n"
proof (induct n)

show '"suma_impares 0 = 0 * 0" by simp

next
fix n assume HI: "suma_impares n = n * n"
have "suma_impares (Suc n) = (2 * (Suc n) - 1) + suma_impares n" by simp
also have "... = (2 *x (Suc n) - 1) + n * n" using HI by simp
also have "... =n *n + 2 * n + 1" by simp

finally show "suma_impares (Suc n) = (Suc n) * (Suc n)" by simp
ged

text {x
Ejemplo de definicidén con existenciales.
Un numero natural n es par si existe un natural m tal que n=m+m.

*}

definition par :: '"mat = bool" where
"par n = dm. n=m+m"
text {x

[Ejemplo de induccién y existenciales] Para todo nimero natural
n, se verifica que n*(n+l1) par.

*}
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lemma
fixes n :: "nat"
shows "par (n*(n+1))"
proof (induct n)
show "par (0%(0+1))" by (simp add: par_def)
next
fix n assume "par (nx(n+1))"
hence "dm. n*(n+1) = m+m" by (simp add:par_def)
then obtain m where m: "nx(n+1l) = m+m" by (rule exE)
hence "(Suc n)*((Suc n)+1) = (m+n+1)+(m+n+1)" by auto
hence "Jm. (Suc n)*((Suc n)+1) = m+m" by (rule exI)
thus "par ((Suc n)*((Suc n)+1))" by (simp add:par_def)
ged

text {*
En Isabelle puede demostrarse de manera mds simple un lema equivalente
usando en lugar de la funcidén "par" la funcidn "even" definida en la
teoria Parity por
even x <— x mod 2 = 0"
*}

lemma

fixes n :: '"nat"

shows "even (n*x(n+1))"
by auto

text {x
Para completar la demostracidén basta demostrar la equivalencia de 1las
funciones "par" y '"even".

*}

lemma
fixes n :: "nat"
shows "par n = even n"
proof -
have "par n = (dm. n = m+m)" by (simp add:par_def)
thus "par n = even n" by presburger
ged
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text {*
En la demostracidén anterior hemos usado la tactica '"presburger" que
corresponde a la aritmética de Presburger.

*}
section {* Induccidén estructural *}

text {*

Induccidén estructural:

- En Isabelle puede hacerse induccidén estructural sobre cualquier tipo
recursivo.

- La induccidén matemdtica es la induccidn estructural sobre el tipo de
los naturales.

- E1 esquema de induccidn estructural sobre listas es
- list.induct: [P [1; Ax ys. Pys = P (x # ys)| = P zs

- Para demostrar una propiedad para todas las listas basta demostrar

que la lista vacia tiene la propiedad y que al afiadir un elemento a una
lista que tiene la propiedad se obtiene una lista que también tiene la

propiedad.
- En Isabelle el principio de induccidn sobre listas estd formalizado
mediante el teorema list.induct que puede verse con
thm list.induct
*}

text {*
Concatenacién de listas:
En la teoria List.thy estd definida la concatenacién de listas (que
se representa por Q) como sigue
append_Nil: "[]Qys = ys"
append_Cons: "(x#xs)Qys = x#(xsQys)"
*}

text {x
Lema. [Ejemplo de induccién sobre listas]
La concatenacidén de listas es asociativa.

*}

- "La demostracidn automatica es"
lemma conc_asociativa_1: "xs @ (ys @ zs) = (xs @ ys) @ zs"
by (induct xs) simp_all
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- "La demostracidn estructurada es"
lemma conc_asociativa: "xs @ (ys @ zs) = (xs @ ys) @ zs"
proof (induct xs)

show "[] @ (ys @ zs) = ([] @ ys) @ zs"

proof -
have "[] @ (ys @ zs) = ys @ zs" by simp
also have "... = ([] @ ys) @ zs" by simp
finally show 7thesis
ged
next
fix x xs

assume HI: "xs @ (ys @ zs) = (xs @ ys) @ zs"
show "(x#xs) @ (ys @ zs) = ((x#xs) @ ys) @ zs"

proof -
have "(x#xs) @ (ys @ zs) = x#(xs @ (ys @ zs))" by simp
also have "... = x#((xs @ ys) @ zs)" using HI by simp
also have "... = (x#(xs @ ys)) @ zs" by simp
also have "... = ((x#xs) @ ys) @ zs" by simp
finally show 7thesis
ged
ged
text {x

Ejemplo de definicidén de tipos recursivos:
Definir un tipo de dato para los arboles binarios.

*}

datatype ’a arbolB = Hoja "’a"
| Nodo "’a" "’a arbolB" '"’a arbolB"

text {x
Ejemplo de definicidn sobre arboles binarios:
Definir la funcidén "espejo" que aplicada a un arbol devuelve su imagen
especular.

*}

fun espejo :: "’a arbolB = ’a arbolB" where
"espejo (Hoja a) = (Hoja a)"
| "espejo (Nodo f x y) = (Nodo f (espejo y) (espejo x))"



96 Tema 6. Razonamiento por casos y por induccién

text {x
Ejemplo de demostracidén sobre arboles binarios:
Demostrar que la funcidn "espejo" es involutiva; es decir, para
cualquier arbol t, se tiene que
espejo (espejo(t)) = t.
*}

- "La demostraci6n automatica es"
lemma espejo_involutiva_1:
"espejo(espejo(t)) = t"
by (induct t) auto

- "La demostracidn estructurada es"
lemma espejo_involutiva:
"espejo(espejo(t)) = t" (is "7?P t")
proof (induct t)

fix x :: ’a show "?P (Hoja x)" by simp
next
fix t1 :: "’a arbolB" assume hl: "7P t1"
fix t2 :: "’a arbolB" assume h2: "7P t2"
fix x :: ’a
show "7P (Nodo x t1 t2)"
proof -
have "espejo(espejo(Nodo x tl1l t2)) = espejo(Nodo x (espejo t2) (espejo t1))"
by simp
also have "... = Nodo x (espejo (espejo tl1)) (espejo (espejo t2))" by simp
also have "... = Nodo x t1 t2" using hl h2 by simp
finally show 7thesis
ged
ged
text {x

Ejemplo. [Aplanamiento de arboles]
Definir la funcidén "aplana" que aplane los &rboles recorriéndolos en
orden infijo.

*}

fun aplana :: "’a arbolB = ’a list" where
"aplana (Hoja a) = [a]"
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| "aplana (Nodo x t1 t2) = (aplana tl1)@[x]@(aplana t2)"

text {*
Ejemplo. [Aplanamiento de la imagen especular] Demostrar que
aplana (espejo t) = rev (aplana t)

*}

- "La demostraci6n automatica es"
lemma "aplana (espejo t) = rev (aplana t)"
by (induct t) auto

- "La demostracidn estructurada es"
lemma "aplana (espejo t) = rev (aplana t)" (is "?P t")
proof (induct t)

fix x :: ’a
show "?P (Hoja x)" by simp
next
fix t1 :: "’a arbolB" assume hil: "?P t1"
fix t2 :: "?a arbolB" assume h2: "?P t2"
fix x :: ’a
show "?P (Nodo x t1 t2)"
proof -

have "aplana (espejo (Nodo x tl1 t2)) =
aplana (Nodo x (espejo t2) (espejo t1))" by simp
also have "... = (aplana(espejo t2))@[x]@(aplana(espejo t1))" by simp

also have "... = (rev(aplana t2))@[x]@(rev(aplana t1))" using hl h2 by simp
also have "... = rev((aplana t1)@[x]@(aplana t2))" by simp
also have "... = rev(aplana (Nodo x tl t2))" by simp
finally show 7thesis
ged

ged
section {* Heuristicas para la induccidn *}

text {*
Definicidén. [Definicidn recursiva de inversa]
(inversa xs) la inversa de la lista xs. Por ejemplo,
inversa [a,b,c] = [c,b,al

*}
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fun inversa :: "’a list = ’a list'" where
"inversa [] = [1"
| "inversa (x#xs) = (inversa xs) @ [x]"

value "inversa [a,b,c]"

text {*
Definicidén. [Definicidén de inversa con acumuladores]
(inversalAc xs8) es la inversa de la lista xs calculada con
acumuladores. Por ejemplo,

inversalAc [a,b,c] = [c,b,al
inversaAcAux [a,b,c] [1 = [c,b,a]
*}
fun inversalAcAux :: "’a list = ’a list = ’a list'" where

"inversaAcAux [] ys = ys"
| "inversaAcAux (x#xs) ys = inversaAcAux xs (x#ys)"

definition inversaAc :: '"’a list = ’a list" where
"inversaAc xs = inversalAcAux xs []"

value "inversalAcAux [a,b,c] [I"
value "inversaAc [a,b,c]"

text {*
Lema. [Ejemplo de equivalencia entre las definiciones]
La inversa de [a,b,c] es lo mismo calculada con la primera definicién
que con la segunda.

*}

lemma "inversalAc [a,b,c] = inversa [a,b,c]"
by (simp add: inversaAc_def)

text {x
Nota. [Ejemplo fallido de demostracidén por induccién]
El siguiente intento de demostrar que para cualquier lista xs, se
tiene que ‘"inversaAc xs = inversa xs" falla.

*}

lemma "inversalAc xs = inversa xs"
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proof (induct xs)
show "inversaAc [] = inversa []" by (simp add: inversaAc_def)
next
fix a xs assume HI: "inversaAc xs = inversa xs"
have "inversaAc (a#xs) = inversaAcAux (a#xs) []" by (simp add: inversaAc_def)

also have "... = inversaAcAux xs [a]" by simp
also have "... = inversa (a#xs)"

- "Problema: la hip6tesis de induccidn no es aplicable."

oops

text {*
Nota. [Heuristica de generalizacidn]
Cuando se use demostracidn estructural, cuantificar universalmente las
variables libres (o, equivalentemente, considerar las variables libres
como variables arbitrarias).

Lema. [Lema con generalizacidn]
Para toda lista ys se tiene
inversaAcAux xs ys = (inversa xs) @ ys

*}

- "La demostracidén automatica es"
lemma inversaAcAux_es_inversa_1:
"inversaAcAux xs ys = (inversa xs)Qys"
by (induct xs arbitrary: ys) auto

- "La demostracidn estructurada es"

lemma inversaAcAux_es_inversa:
"inversaAcAux xs ys = (inversa xs)Qys"

proof (induct xs arbitrary: ys)

show "/Ays. inversaAcAux [] ys = (inversa [])@ys" by simp
next

fix a xs

assume HI: "Ays. inversaAcAux xs ys = inversa xs@ys"

show "/ys. inversaAcAux (a#xs) ys = inversa (a#xs)Qys"

proof -
fix ys
have "inversaAcAux (a#xs) ys = inversaAcAux xs (a#ys)" by simp
also have "... = inversa xs@(a#ys)" using HI by simp

also have "... = inversa (a#xs)Qys" by simp
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finally show "inversaAcAux (a#xs) ys = inversa (a#xs)Qys" by simp
ged
ged

text {x
Corolario. Para cualquier lista xs, se tiene que
inversaAc xs = inversa xs

*}

corollary "inversaAc xs = inversa xs"
by (simp add: inversaAcAux_es_inversa inversaAc_def)

text {*
Nota. En el paso "inversa xs@(a#ys) = inversa (a#xs)@ys" se usan
lemas de la teoria List. Se puede observar, activando "Trace
Simplifier" y D"|Trace Rules", que los lemas usados son
- append_assoc: (xs @ ys) @ zs = xs @ (ys @ zs)
- append.append_Cons: (x#xs)@ys = x#(xsQys)
- append.append_Nil: []@ys = ys
Los dos dltimos son las ecuaciones de la definicidén de append.

En la siguiente demostracidén se detallan los lemas utilizados.

*}

lemma "(inversa xs)@(a#ys) = (inversa (a#xs))@ys"
proof -
have "(inversa xs)@(a#ys) = (inversa xs)@(a#([]@ys))"
by (simp only:append.append_Nil)

also have "... = (inversa xs)@([al@ys)" by (simp only:append.append_Cons)
also have "... = ((inversa xs)@[a])@ys" by (simp only:append_assoc)
also have "... = (inversa (a#xs))Qys" by (simp only:inversa.simps(2))
finally show 7thesis

ged

section {* Recursién general. La funcién de Ackermann *}

text {x
El objetivo de esta seccidn es mostrar el uso de las definiciones
recursivas generales y sus esquemas de induccién. Como ejemplo se usa la
funcidén de Ackermann (se puede consultar informacién sobre dicha funcién en
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http://en.wikipedia.org/wiki/Ackermann_function) .

Definicién. La funcidén de Ackermann se define por
A(m,n) = n+1, si m=0,
A(m-1,1), si m>0 y n=0,
A(m-1,A(m,n-1)), si m>0 y n>0
para todo los numeros naturales.

La funcidén de Ackermann es recursiva, pero no es primitiva recursiva.

*}

fun ack :: "nat = nat = nat" where
"ack 0 n = n+1"
| "ack (Suc m) 0 = ack m 1"
| "ack (Suc m) (Suc n) = ack m (ack (Suc m) n)"

- "Ejemplo de evaluacidn"
value "ack 2 3" (* devuelve 9 *)

text {x

Esquema de induccidén correspondiente a una funciédn:

- Al definir una funcidén recursiva general se genera una regla de
induccidén. En la definicidén anterior, la regla generada es
ack.induct:

[An. P 0 n;
Am. Pm 1 = P (Suc m) O;
Am n. [P (Suc m) n; Pm (ack (Suc m) n)] = P (Suc m) (Suc n)|
— P ab
*}

text {*
Ejemplo de demostracién por la induccidén correspondiente a una funcidn:
Para todos m y n, A(m,n) > n.

*}
- "La demostracidon automatica es"
lemma "ack m n > n"

by (induct m n rule: ack.induct) simp_all

- "La demostracidon detallada es'
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lemma "ack m n > n"
proof (induct m n rule: ack.induct)
fix n :: "nat"
show "ack 0 n > n" by simp
next
fix m assume "ack m 1 > 1"
thus "ack (Suc m) 0 > 0" by simp
next
fixmn
assume "n < ack (Suc m) n" and
"ack (Suc m) n < ack m (ack (Suc m) n)"
thus "Suc n < ack (Suc m) (Suc n)" by simp
ged

text {*
Nota. [Induccién sobre recursién]
El formato para iniciar una demostracién por induccidén en la regla
inductiva correspondiente a la definicidn recursiva de la funcidén f m
n es
proof (induct m n rule:f.induct)

*}
section {* Recursidén mutua e induccidn *}

text {*
Nota. [Ejemplo de definicién de tipos mediante recursién cruzadal
- Un &rbol de tipo a es una hoja o un nodo de tipo a junto con un
bosque de tipo a.
- Un bosque de tipo a es el boque vacio o un bosque contruido afiadiendo
un arbol de tipo a a un bosque de tipo a.

*}

datatype ’a arbol = Hoja | Nodo "’a" "’a bosque"
and ’a bosque = Vacio | ConsB "’a arbol" "’a bosque"

text {*
Regla de induccidén correspondiente a la recursidén cruzada:
La regla de induccidn sobre arboles y bosques es arbol_bosque.induct:
[P1 Hoja;
Ax b. P2 b = P1 (Nodo x b);
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P2 Vacio;
Aa b. |P1 a; P2 b] = P2 (ConsB a b)]
—> Pl a AP2b

*}

text {*

Ejemplos de definicidn por recursidn cruzada:

- aplana_arbol a) es la lista obtenida aplanando el arbol a.

- (aplana_bosque b) es la lista obtenida aplanando el bosque b.

- (map_arbol a h) es el arbol obtenido aplicando la funcién h a
todos los nodos del arbol a.

- (map_bosque b h) es el bosque obtenido aplicando la funcién h a
todos los nodos del bosque b.

*}

fun
aplana_arbol :: "’a arbol = ’a list" and
aplana_bosque :: "’a bosque = ’a list" where

"aplana_arbol Hoja = [1"

| "aplana_arbol (Nodo x b) = x#(aplana_bosque b)"
| "aplana_bosque Vacio = []"

| "aplana_bosque (ConsB a b) = (aplana_arbol a) @ (aplana_bosque b)"

fun
map_arbol :: "’a arbol = (’a = ’b) = ’b arbol" and
map_bosque :: "’a bosque = (’a = ’b) = ’b bosque" where

"map_arbol Hoja h = Hoja"
| "map_arbol (Nodo x b) h = Nodo (h x) (map_bosque b h)"
| "map_bosque Vacio h = Vacio"

"map_bosque (ConsB a b) h = ConsB (map_arbol a h) (map_bosque b h)"

text {x
Ejemplo de dempstracidén por induccidn cruzada:
- aplana_arbol (map_arbol a h) = map h (aplana_arbol a)

- aplana_bosque (map_bosque b h) = map h (aplana_bosque b)
*}

- "La demostracidn automatica es"
lemma "aplana_arbol (map_arbol a h) = map h (aplana_arbol a)
A aplana_bosque (map_bosque b h) = map h (aplana_bosque b)"
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by (induct_tac a and b) auto

- "La demostracién detallada es"
lemma "aplana_arbol (map_arbol a h) = map h (aplana_arbol a)
A aplana_bosque (map_bosque b h) = map h (aplana_bosque b)"

proof (induct_tac a and b)

show "aplana_arbol (map_arbol Hoja h) = map h (aplana_arbol Hoja)'" by simp
next

fix x b

assume HI: "aplana_bosque (map_bosque b h) = map h (aplana_bosque b)"

have "aplana_arbol (map_arbol (Nodo x b) h)

= aplana_arbol (Nodo (h x) (map_bosque b h))" by simp

also have "... = (h x)#(aplana_bosque (map_bosque b h))" by simp
also have "... = (h x)#(map h (aplana_bosque b))" using HI by simp
also have "... = map h (aplana_arbol (Nodo x b))" by simp

finally show "aplana_arbol (map_arbol (Nodo x b) h)
= map h (aplana_arbol (Nodo x b))"

next
show "aplana_bosque (map_bosque Vacio h) = map h (aplana_bosque Vacio)"
by simp
next
fix a b

assume HI1: "aplana_arbol (map_arbol a h) = map h (aplana_arbol a)"
and HI2: "aplana_bosque (map_bosque b h) = map h (aplana_bosque b)"
have "aplana_bosque (map_bosque (ConsB a b) h)
= aplana_bosque (ConsB (map_arbol a h) (map_bosque b h))" by simp

also have "... = aplana_arbol(map_arbol a h)@aplana_bosque(map_bosque b h)"
by simp

also have "... = (map h (aplana_arbol a))@(map h (aplana_bosque b))"
using HI1 HI2 by simp

also have "... = map h (aplana_bosque (ConsB a b))" by simp

finally show "aplana_bosque (map_bosque (ConsB a b) h)
= map h (aplana_bosque (ConsB a b))" by simp
ged

end




Tema 7

Caso de estudio: Compilacion de
expresiones

header {* Tema 7: Caso de estudio: Compilacidén de expresiones *}

theory T7
imports Main
begin

text {*
El objetivo de este tema es contruir un compilador de expresiones
genéricas (construidas con variables, constantes y operaciones
binarias) a una madquina de pila y demostrar su correccidmn.

*}
section {* Las expresiones y el intérprete *}

text {*
Definicidén. Las expresiones son las constantes, las variables
(representadas por numeros naturales) y las aplicaciones de operadores
binarios a dos expresiones.

*}
type_synonym ’v binop = "’v = ’v = ’v"
datatype ’v expr =

Const ’v
| Var nat

105
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I App Il)V binop" II)V exprll II)V eXpr"

text {x
Definicidén. [Intérprete]
La funcién "valor" toma como argumentos una expresidén y un entorno
(i.e. una aplicacién de las variables en elementos del lenguaje) y
devuelve el valor de la expresidn en el entorno.

*}

fun valor :: "’v expr = (nat = ’v) = ’v" where
"valor (Const b) ent = b"
| "valor (Var x) ent = ent x"
| "valor (App f el e2) ent = (f (valor el ent) (valor e2 ent))"

text {*
Ejemplo. A continuacidén mostramos algunos ejemplos de evaluacidén con
el intérprete.

*}

lemma
"valor (Const 3) id = 3 A
valor (Var 2) id = 2 A
valor (Var 2) (Ax. x+1) = 3 A
valor (App (op +) (Const 3) (Var 2)) (Ax. x+1)
valor (App (op +) (Const 3) (Var 2)) (Ax. x+4)
by simp

6 N

[
©

section {* La mdquina de pila *}

text {*
Nota. La maquina de pila tiene tres clases de intrucciones:
- cargar en la pila una constante,
- cargar en la pila el contenido de una direccidén y
- aplicar un operador binario a los dos elementos superiores de la pila.

*}

datatype ’v instr =
IConst ’v

| ILoad nat

| TApp "’v binop"
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text {*
Definicién. [Ejecucién]
La ejecucidn de la mdquina de pila se modeliza mediante la funcidn
"ejec" que toma una lista de intrucciones, una memoria (representada
como una funcidén de las direcciones a los valores, andlogamente a los
entornos) y una pila (representada como una lista) y devuelve la pila
al final de la ejecucidn.

*}

fun ejec :: "’v instr list = (nat=’v) = ’v list = ’v list" where
"ejec [] ent vs = vs"
| "ejec (i#is) ent vs =
(case i of
IConst v = ejec is ent (v#vs)
| ILoad x = ejec is ent ((ent x)#vs)
| IApp £ = ejec is ent ((f (hd vs) (hd (t1 vs)))#(t1(t1l vs))))"

text {*
A continuacidén se muestran ejemplos de ejecucidn.

*}

lemma

"ejec [IConst 3] id [7] = [3,7] A

ejec [ILoad 2, IConst 3] id [7] = [3,2,71 A

ejec [ILoad 2, IConst 3] (Ax. x+4) [7] = [3,6,7]1 A

ejec [ILoad 2, IConst 3, IApp (op +)] (Ax. x+4) [7] = [9,7]"
by simp

section {* E1 compilador x}

text {x
Definicién. El1 compilador "comp" traduce una expresidén en una lista de
instrucciones.

*}

fun comp :: "’v expr = ’v instr list" where
"comp (Const v) = [IConst v]"
| "comp (Var x) = [ILoad x]"
| "comp (App f el e2) = (comp e2) @ (comp el) @ [IApp £f1"
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text {x
A continuacidén se muestran ejemplos de compilacidnm.

*}

lemma

"comp (Const 3) = [IConst 3] A

comp (Var 2) = [ILoad 2] A

comp (App (op +) (Const 3) (Var 2)) = [ILoad 2, IConst 3, IApp (op +)]1"
by simp

section {* Correccidén del compilador *}

text {x
Para demostrar que el compilador es correcto, probamos que el
resultado de compilar una expresidén y a continuacidén ejecutarla es lo
mismo que interpretarla; es decir,

*}

theorem "ejec (comp e) ent [] = [valor e ent]"
oops

text {x
El teorema anterior no puede demostrarse por induccidén en e. Para
demostrarlo, lo generalizamos a

*}

theorem "Vvs. ejec (comp e) ent vs = (valor e ent)#vs"
oops

text {x
En la demostracién del teorema anterior usaremos el siguiente lema.

*}

lemma ejec_append:

"V vs. ejec (xs@ys) ent vs = ejec ys ent (ejec xs ent vs)" (is "7?P xs")
proof (induct xs)

show "?7P []" by simp
next

fix a xs
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assume "7P xs"
thus "7P (a#xs)" by (cases "a", auto)
ged

- "La demostracién detallada es"
lemma ejec_append_1:

"V vs. ejec (xs@ys) ent vs = ejec ys ent (ejec xs ent vs)" (is "7P xs")
proof (induct xs)

show "7P []" by simp
next

fix a xs

assume HI: "7P xs"

thus "7P (a#txs)"

proof (cases "a")

case IConst thus 7thesis using HI by simp

next
case ILoad thus 7thesis using HI by simp
next
case IApp thus 7thesis using HI by simp
ged
ged
text {x

Una demostracidén més detallada del lema es la siguiente:

*}

lemma ejec_append_2:
"Vvs. ejec (xsQys) ent vs = ejec ys ent (ejec xs ent vs)" (is "7P xs")
proof (induct xs)
show "?P []" by simp
next
fix a xs
assume HI: "7P xs"
thus "7P (a#xs)"
proof (cases "a")
fix v assume Cl: "a=IConst v"
show " Vvs. ejec ((a#xs)@ys) ent vs = ejec ys ent (ejec (a#xs) ent vs)"
proof
fix vs
have "ejec ((a#xs)@ys) ent vs = ejec (((IConst v)#xs)@ys) ent vs"
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using C1 by simp

also have "... = ejec (xs@ys) ent (v#vs)" by simp

also have "... = ejec ys ent (ejec xs ent (v#vs))" using HI by simp
also have "... = ejec ys ent (ejec ((IConst v)#xs) ent vs)" by simp
also have " = ejec ys ent (ejec (a#xs) ent vs)" using C1l by simp

finally show “eJec ((a#xs)@ys) ent vs =
ejec ys ent (ejec (a#xs) ent vs)"
qged
next

fix n assume C2: "a=ILoad n"
show " Vvs. ejec ((a#xs)@ys) ent vs = ejec ys ent (ejec (a#txs) ent vs)"
proof

fix vs

have "ejec ((a#xs)Qys) ent vs = ejec (((ILoad n)#xs)@ys) ent vs"

using C2 by simp

also have "... = ejec (xs@ys) ent ((ent n)#vs)" by simp

also have "... = ejec ys ent (ejec xs ent ((ent n)#vs))" using HI by simp
also have "... = ejec ys ent (ejec ((ILoad n)#xs) ent vs)" by simp

also have " = ejec ys ent (ejec (a#xs) ent vs)" using C2 by simp

finally show “eJec ((a#xs)@ys) ent vs =
ejec ys ent (ejec (a#xs) ent vs)"
ged
next

fix f assume C3: "a=IApp f"
show "Vvs. ejec ((a#xs)@ys) ent vs = ejec ys ent (ejec (a#xs) ent vs)"
proof

fix vs

have "ejec ((a#xs)Qys) ent vs = ejec (((IApp f)#xs)Qys) ent vs"

using C3 by simp

also have "... = ejec (xs@ys) ent ((f (hd vs) (hd (t1 vs)))#(t1(tl vs)))"
by simp
also have "... = ejec ys
ent

(ejec xs ent ((f (hd vs) (hd (tl vs)))#(t1l(tl vs))))"
using HI by simp
also have "... = ejec ys ent (ejec ((IApp f)#xs) ent vs)" by simp
also have "... = ejec ys ent (ejec (a#xs) ent vs)" using C3 by simp
finally show "ejec ((a#xs)@Qys) ent vs =
ejec ys ent (ejec (a#txs) ent vs)"
ged
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ged
ged

text {x
La demostracidon automatica del teorema es

*}

theorem "Vvs. ejec (comp e) ent vs = (valor e ent)#vs"
by (induct e) (auto simp add:ejec_append)

text {*
La demostracién estructurada del teorema es

*}

theorem "Vvs. ejec (comp e) ent vs = (valor e ent)#vs"
proof (induct e)
fix v
show "Vvs. ejec (comp (Const v)) ent vs = (valor (Const v) ent)#vs" by simp
next
fix x
show "Vvs. ejec (comp (Var x)) ent vs = (valor (Var x) ent) # vs" by simp
next
fix f el e2
assume HI1: "Vvs. ejec (comp el) ent vs = (valor el ent) # vs"
and HI2: "Vvs. ejec (comp e2) ent vs = (valor e2 ent) # vs"
show "Vvs. ejec (comp (App f el e2)) ent vs = (valor (App f el e2) ent) # vs"
proof
fix vs
have "ejec (comp (App f el e2)) ent vs
= ejec ((comp e2) @ (comp el) @ [IApp f]) ent vs" by simp

also have "... = ejec ((comp el) @ [IApp f]) ent (ejec (comp e2) ent vs)"
using ejec_append by blast
also have "... = ejec [IApp f]
ent

(ejec (comp el) ent (ejec (comp e2) ent vs))"
using ejec_append by blast

also have "... = ejec [IApp f] ent (ejec (comp el) ent ((valor e2 ent)#vs))"
using HI2 by simp
also have "... = ejec [IApp f] ent ((valor el ent)#((valor e2 ent)#vs))"

using HI1 by simp
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also have "... = (f (valor el ent) (valor e2 ent))#vs" by simp
also have "... = (valor (App f el e2) ent) # vs" by simp
finally
show "ejec (comp (App f el e2)) ent vs = (valor (App f el e2) ent) # vs"
by blast
ged

ged

end




Tema 8

Conjuntos, funciones y relaciones

header {* Tema 8: Conjuntos, funciones y relaciones *}
theory T8a

imports Main

begin

section {* Conjuntos x}

subsection {* Operaciones con conjuntos *}

text {x
Nota. La teoria elemental de conjuntos es HOL/Set.thy.

Nota. En un conjunto todos los elemento son del mismo tipo (por
ejemplo, del tipo T) y el conjunto tiene tipo (en el ejemplo, "T set").

Reglas de la interseccidn:

- IntI: [c € A; c €B] = c € ANB
- IntDl: c € ANB = c € A

- IntD2: ¢ € AN B =— ¢ €B

Nota. Propiedades del complementario:
- Compl_iff: (c € - A) = (¢ ¢ A)
- Compl_Un: - (AUB) =-AN-8B

Nota. E1 conjunto vacio se representa por {} y el universal por UNIV.
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Nota. Propiedades de la diferencia y del complementario:
- Diff_disjoint: A N (B - A) = {3}
- Compl_partition: A U - A = UNIV

Nota. Reglas de la relacidén de subconjunto:
- subsetIl: (Ax. x € A — x € B) — A CB
- subsetD: |[A C B; ¢ € Al = ¢ € B

*}

text {*
Ejemplo: A UB C C syss A C C A B C C.
*}

lemma "(AUB CC=@ACCABCO"
by blast

text {x
Ejemplo: A C -B syss B C -A.
*}

lemma "(A C -B) = (B C -A)"
by blast

text {x
Principio de extensionalidad de conjuntos:
- set_ext: (Ax. x €A = (x€B) — A=8B

Reglas de la igualdad de conjuntos:

- equalityI: |[A C B; B C A] = A =B

- equalityE: |[A =B; A CB; BC A] = P|] =P
*3

text {x
Lema. [Analogia entre interseccién y conjuncién]
"x € AN B" syss "x € A" y "x € B".

*}

lemma "(x € ANB) = (x € A AN x EB)"
by simp
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text {*
Lema. [Analogia entre unién y disyuncién]
x € AUBsyss x € A6 x € B.

*}

lemma "(x € A UB) = (x€ AV x € B)"
by simp

text {x
Lema. [Analogia entre subconjunto e implicaciénl
A C B syss para todo x, si x € A entonces x € B.

*}

lemma "(A C B) = (Vx. x € A — x € B)"
by auto

text {x
Lema. [Analogia entre complementario y negaciénl]
X pertenece al complementario de A syss x no pertenece a A.

*}

lemma "(x € -A) = (x ¢ A"
by simp

subsection {* Notacidén de conjuntos finitos

*}

text {x
Nota. La teoria de conjuntos finitos es HOL/Finite_Set.thy.

Nota. Los conjuntos finitos se definen por induccidén a partir de las
siguientes reglas inductivas:
- E1 conjunto vacio es un conjunto finito.
- emptyI: "finite {}"
- 51 se le aflade un elemento a un conjunto finito se obtiene otro
conjunto finito.
- insertI: "finite A == finite (insert a A)"

A continuacidén se muestran ejemplos de conjuntos finitos.

*}
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lemma
"insert 2 {} = {2} A

insert 3 {2} = {2,3} A
insert 2 {2,3} = {2,3} A
{2,3} = {3,2,3,2,2}"

by auto

text {x

Nota. Los conjuntos finitos se representan con la notacidén conjuntista
habitual: los elementos entre llaves y separados por comas.

*}

text {x
Ejemplo: {a,b} U {c,d} = {a,b,c,d}
*}

lemma "{a,b} U {C,d} = {a:b:C:d}”
by blast

text {*
Ejemplo de conjetura falsa y su refutacidn.

*}

lemma "{a,b} N {b,c} = {b}"
nitpick
oops

text {x
Ejemplo con la conjetura corregida.

*}

lemma "{a,b} N {b,c} = (if a=c then {a,b} else {b})"
by auto

text {*
Sumas y productos de conjuntos finitos:
- (setsum f A) es la suma de la aplicacidén de f a los elementos del
conjunto finito A,
- (setprod f A) es producto de la aplicacidén de f a los elementos del
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conjunto finito A,
- YA es la suma de los elementos del conjunto finito A,
- JTA es el producto de los elementos del conjunto finito A.

Ejemplos de definiciones recursivas sobre conjuntos finitos:

Sea A un conjunto finito de nimeros naturales.

- sumaConj A es la suma de los elementos A.

- productoConj A es el producto de los elementos de A.

- sumaCuadradosConj A es la suma de los cuadrados de los elementos A.

*}

definition sumaConj :: "nat set = nat" where
"sumaConj S = ) S"

value "sumaConj {2,5,3}" -- "= 10"

definition productoConj :: '"nat set = nat" where
"productoConj S = [][S"

definition sumaCuadradosConj :: "nat set — nat" where
"sumaCuadradosConj S = setsum (Ax. x*x) S"

value "sumaCuadradosConj {2,5,3}" -- "= 38"

text {*

Nota. Para simplificar lo que sigue, declaramos las anteriores
definiciones como reglas de simplificacion.

*}

declare sumaConj_def [simp]
declare productoConj_def [simp]
declare sumaCuadradosConj_def [simp]

text {*
Ejemplos de evaluacidén de las anteriores definiciones recursivas.

*}

lemma
"sumaConj {1,2,3,4} = 10 A
productoConj {1,2,3} = productoConj {3,2} A
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sumaCuadradosConj {1,2,3,4} = 30"
by simp

text {x
Induccidén sobre conjuntos finitos: Para demostrar que todos los
conjuntos finitos tienen una propiedad P basta probar que
- E1 conjunto vaclio tiemne la propiedad P.
- 51 a un conjunto finito que tiene la propiedad P se le afiade un

nuevo elemento, el conjunto obtenido sigue teniendo la propiedad P.

En forma de regla
- finite_induct: [finite F;

P {};
Ax F. |finite F; x ¢ F; PF|] = P ({x} U F)|
— P F

*}

text {*

Ejemplo de induccidn sobre conjuntos finitos: Sea S un conjunto finito
de numeros naturales. Entonces todos los elementos de S son menores o
iguales que la suma de los elementos de S.

*}

- "La demostraci6n automatica es"
lemma "finite S — Vx&€S. x < sumaConj S"
by (induct rule: finite_induct) auto

- "La demostracidn estructurada es"
lemma sumaConj_acota:
"finite S =— Vx€&S. x < sumaConj S"
proof (induct rule: finite_induct)
show "Vx € {}. x < sumaConj {}" by simp
next
fix x and F
assume fF: "finite F"
and xF: "x ¢ F"
and HI: "V x€F. x < sumaConj F"
show "Vy € insert x F. y < sumaConj (insert x F)"
proof
fix y
assume "y € insert x F"
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show "y < sumaConj (insert x F)"
proof (cases "y = x")
assume "y = x"
hence "y < x + (sumaConj F)" by simp
also have "... = sumaConj (insert x F)" using fF xF by simp
finally show 7thesis
next
assume "y # x"
hence "y € F" using ‘y € insert x F‘ by simp
hence "y < sumaConj F" using HI by blast

also have "... < x + (sumaConj F)" by simp
also have "... = sumaConj (insert x F)" using fF xF by simp
finally show 7thesis
ged
ged
ged

subsection {* Definiciones por comprensién *}

text {*
El conjunto de los elementos que cumple la propiedad P se representa
por {x. P}.

Reglas de comprensidén (relacién entre coleccidén y pertenencia):
- mem_Collect_eq: (a € {x. P x}) =P a
- Collect_mem_eq: {x. x € A} = A

*}

text {x
Ejemplo de comprensién: {x. P x V x € A} = {x. Px} U A
*}

lemma "{x. P x V x € A} = {x. P x} U A"
by blast

text {*
Ejemplo de comprensién: {x. P x — Q x} = -{x. P x} U {x. Q x}
*}

lemma "{x. P x — Q x} = -{x. P x} U {x. Q x}"
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by blast

text {x
Ejemplo con la sintaxis general de comprensiodn.
{p*q | p q. p € prime A q € prime} =
{z. dp q. z = p¥q A p € prime A q € prime}
*}

lemma

"{p*q | p q. p € prime A q € prime} =

{z. dp q. z = pxq A p € prime A q € primel}"
by blast

text {x
En HOL, la notacidén conjuntista es azlicar sintactica:
- X € A es equivalente a A(x).
- {x. P} es equivalente a Ax. P.

*}

text {*
Ejemplo de definicidén por comprensidén: E1 conjunto de los pares es el
de los nimeros n para los que existe un m tal que n = 2x*m.

*}

definition Pares :: "nat set" where
"Pares = {n. Jm. n = 2%m }"
text {x
Ejemplo. Los ntimeros 2 y 34 son pares.
*}
lemma
"2 € Pares A
34 & Pares"

by (simp add: Pares_def)

text {x
Definicién. El1 conjunto de los impares es el de los numeros n para los
que existe un m tal que n = 2xm + 1.

*}
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definition Impares :: '"nat set" where
"Impares = {n. Jm. n = 2*m + 1 }"
text {*

Ejemplo con las reglas de interseccidén y comprensién: E1 conjunto de
los pares es disjunto con el de los impares.

*}

- "La demostracién detallada es"
lemma "x ¢ (Pares M Impares)"
proof
fix x assume S: "x € (Pares M Impares)"
hence "x € Pares" by (rule IntD1)
hence "dm. x = 2 * m" by (simp only: Pares_def mem_Collect_eq)
then obtain p where p: "x = 2 *x p"
from S have "x € Impares" by (rule IntD2)
hence "dm. x = 2 *x m + 1" by (simp only: Impares_def mem_Collect_eq)
then obtain q where q: "x =2 x q + 1"
from p and q show "False" by arith
ged

- "La demostracidn estructurada es"
lemma "x ¢ (Pares M Impares)"
proof
fix x assume S: "x € (Pares N Impares)"
hence "x € Pares"
hence "dm. x = 2 * m" by (simp only: Pares_def mem_Collect_eq)
then obtain p where p: "x = 2 x p"
from S have "x € Impares"
hence "dm. x = 2 * m + 1" by (simp only: Impares_def mem_Collect_eq)
then obtain q where q: "x =2 *x q + 1"
from p and q show "False" by arith
ged

- "La demostracidon automatica es"
lemma "x ¢ (Pares M Impares)"

by (auto simp add: Pares_def Impares_def mem_Collect_eq, arith)

subsection {* Cuantificadores acotados *}
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te

*}

xt {x

Reglas de cuantificador universal acotado ("bounded"):
- balll: (Ax. x € A — P x) — Vx€A. P x

- bspec: |Vx€A. P x; x € A] = P x

Reglas de cuantificador existencial acotado ("bounded"):
- bexI: |P x; x € A] = Jx€A. P x
- bexE: |Jx€A. P x; Ax. [x € A; P x| = Q] = Q

Reglas de la unidén indexada:

- UN_iff: (b € (Ux€A. B x)) = (3x€A. b € B x)

- UN_I: Ja € A; beBal] = b e (Ux€h. B x)

- UN_E: b € (Ux€A. Bx); Ax. [x € A; b € Bx] = R] = R

Reglas de la unidén de una familia:
- Union_def: |JS = (Ux€S. x)
- Union_iff: (A € JC) = (IXEC. A € X)

Reglas de la interseccién indexada:

- INT_iff: (b € (Nx€A. B x)) = (Vx€A. b € B x)

- INT_I: (Ax. x € A= b €Bzx) = b€ ([lx€A. B x)

- INT.E: [b € (Nx€A. Bx); b EBa=1R; a¢ A = R| = R

Reglas de la interseccidén de una familia:
- Inter_def: NS = (x€S. x)
- Inter_iff: (A € NC) = (VXEC. A € X)

Abreviaturas:

- "Collect P" es lo mismo que "{x. P}".

- "All P" es lo mismo que "Vx. P x".

- "Ex P" es lo mismo que "dx. P x".

- "Ball A P" es lo mismo que "Vx€A. P x".
- "Bex A P" es lo mismo que "dx€A. P x".

subsection {* Conjuntos finitos y cardinalidad *}

te

xt {*
El numero de elementos de un conjunto finito A es el cardinal de A y
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se representa por '"card A".

*}

text {x
Ejemplos de cardinales de conjuntos finitos.

*}

lemma

"card {} = 0 A

card {4} =1 A

card {4,1} = 2 A

x # y = card {x,y} = 2"
by simp

text {*
Propiedades de cardinales:
- Cardinal de la unidén de conjuntos finitos:
card_Un_Int: |finite A; finite B
— card A + card B = card (A U B) + card (A N B)"
- Cardinal del conjunto potencia:
card_Pow: finite A == card (Pow A) = 2 ~ card A
*}

section {* Funciones *}

text {*
La teoria de funciones es HOL/Fun.thy.

*}
subsection {* Nociones béasicas de funciones *}
text {x
Principio de extensionalidad para funciones:
-ext: (Ax. fx=gx) = f=g
Actualizacién de funciones
- fun_upd_apply: (f(x :=y)) z = (if z = x then y else f z)
- fun_upd_upd: f(x =y, x :=2z) = f(x := z)

Funcién identidad
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- id_def: id = Ax. x

Composicidén de funciones:
-o_def: f og=(Ax. £ (g %))

Asociatividad de la composicidn:
- o_assoc: f o (goh)=(fog) oh
*}

subsection {* Funciones inyectivas, suprayectivas y biyectivas *}

text {x
Funcidén inyectiva sobre A:
- inj_on_def: inj_on f A = Vx€A. VyeA. f x =fy — x =y

Nota. "inj f" es una abreviatura de "inj_on f UNIV".

Funcidon suprayectiva:
- surj_def: surj f = Vy. dx. y = f x

Funcidén biyectiva:
- bij_def: bij £ = inj £ A surj £

Propiedades de las funciones inversas:

- inv_f_f: inj f = inv f (f x) = x

- surj_f_inv_f: surj f = f (inv £ y) =y
- inv_inv_eq: bij f = inv (inv f) = f

Igualdad de funciones (por extensionalidad):
- fun_eq_iff: (f = g) = (Vx. f x = g x)
*}

text {x
Ejemplo de lema de demostracidén de propiedades de funciones: Una
funcidén inyectiva puede cancelarse en el lado izquierdo de la
composicidén de funciones.

*}

- "La demostracidén detallada es"
lemma
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assumes "inj f"
shows "(f o g

foh =(g=n"

proof
assume "f o g = f o h"
show "g = h"
proof
fix x

have "(f o g)(x) = (f o h)(x)" using ‘f o g = f o h® by simp
hence "f(g(x)) = £(h(x))" by simp
thus "g(x) = h(x)" using ‘inj f¢ by (simp add:inj_on_def)
ged
next
assume "g = h"
show "f o g = f o h"
proof
fix x
have "(f o g) x = £f(g(x))" by simp
also have "... = f(h(x))" using ‘g = h‘ by simp
also have "... (f o h) x" by simp
finally show "(f o g) x = (f o h) x" by simp
ged
ged

- "La demostracidn estructurada es"
lemma

assumes "inj f"

shows "(f o g =f oh) = (g =h)"
proof

assume "f o g = f o h"

thus "g = h" using ‘inj f¢ by (simp add: inj_on_def fun_eq_iff)
next

assume "g = h"

thus "f o g = f o h" by auto
ged

- "La demostracidén automdtica es"
lemma

assumes "inj f"

shows "(f o g=f oh) = (g =h)"
using assms
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by (auto simp add: inj_on_def fun_eq_iff)
subsubsection {* Funcidén imagen *}
text {*

Imagen de un conjunto mediante una funcién:

- image_def: f ¢ A = {y. (Jx€A. y = f x)

Propiedades de la imagen:
- image_compose: (f o g)‘r = fég‘r

- image_Un: f‘(AUB) =fAUf‘B

- image_Int: inj f = f‘(A N B) = fAN £B"
*}
text {x

Ejemplo de demostracidn de propiedades de la imagen:
A U g‘A = (Uzed. {f x, g x})
*}

lemma "f‘A U g‘A = (UxeA. {f x, g x})"
by auto

text {x
Ejemplo de demostracidn de propiedades de la imagen:
A&,y Pxyr ={fx,y) | xy. P x y}
*}

lemma "f‘{(x,y). Px y} = {f(x,y) | xy. P x y}"
by auto

text {x
El rango de una funcidén ("range f") es la imagen del universo ("f‘UNIV").

Imagen inversa de un conjunto:
- vimage_def: f - B = {x. f x : B}

Propiedad de la imagen inversa de un conjunto:
- vimage_Compl: f -¢ (-A) = -(f - A)
*}
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section {* Relaciones *}
subsection {* Relaciones bisicas *}

text {x
La teoria de relaciones es HOL/Relation.thy.

Las relaciones son conjuntos de pares.

Relacion identidad:
- Id_def: Id = {p. Jx. p = (x,x)}

Composicidn de relaciones:
- rel_comp_def: r 0 s = {(x,2). dy. (x, y) € r A (y, z) € s}

Propiedades:
- R_0_Id: ROId=R
- rel_comp_mono: [r’ C r; s> C s = (r’> 0s’) C (r 0 s)

Imagen inversa de una relacidn:
- converse_iff: ((a,b) € r\<“bsup>\<~sup>-1\<~esup>) = ((b,a) € r)

Propiedad de la imagen inversa de una relaciodn:
- converse_rel_comp: (r 0 s)\<"bsup>-1\<~esup> = s\<"bsup>-1\<~esup> 0 r\<“bsup>-1\s

Imagen de un conjunto mediante una relacidn:
- Image_iff: (b € r‘‘A) = (3x:A. (x, b) € 1)

Dominio de una relacidn:
- Domain_iff: (a € Domain r) = (dy. (a, y) € r)

Rango de una relacion:
- Range_iff: (a € Range r) = (dy. (y,a) € r)
*}

subsection {* Clausura reflexiva y transitiva *}
text {x

La teoria de la clausura reflexiva y transitiva de una relacidn es
HOL/Transitive_Closure.thy.
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Potencias de relaciones:
-R "~ 0=1d
R~ (Sucn) = (R ~"~"n) OR

La clausura reflexiva y transitiva de la relacién r es la menor
solucién de la ecuacidn:
- rtrancl_unfold: r\<“sup>* = Id U (r\<"sup>* 0 r)

Propiedades basicas de la clausura reflexiva y transitiva:

- rtrancl_refl: (a,a) € r\<“sup>*

- r_into_rtrancl: p € r = p € r\<"sup>x

- rtrancl_trans: [(a,b) € r\<“sup>*; (b,c) € r\<“sup>*] = (a,c) € r\<“sup>*

Induccidén sobre la clausura reflexiva y transitiva

- rtrancl_induct: [(a,b) € r\<“sup>*;
P b;
Ay z. [(y,2) € r; (z,b) € r\<"sup>*; P z] = P y]
— P a

Idempotencia de la clausura reflexiva y transitiva:
- rtrancl_idemp: (r\<"sup>* )\<“sup>* = r\<“sup>*

Reglas de introduccidon de la clausura transitiva:
- r_into_trancl’: p € r = p € r\<“sup>+
- trancl_trans: ﬂ(a,b) € r\<"sup>+; (b,c) € r\<‘sup>+ﬂ — (a,c) € r\<“sup>+

Ejemplo de propiedad:
- trancl_converse: (r‘l)\<”sup>+ = (r\<“sup>+)‘1

*}
subsection {* Una demostracién elemental *}

text {x
Se desea demostrar que la clausura reflexiva y transitiva conmuta con
la inversa (cl_rtrans_inversa). Para demostrarlo introducimos dos lemas
auxiliares: cl_rtrans_inversaD y cl_rtrans_inversal.

*}

- "La demostracidn detallada del primer lema es"
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lemma cl_rtrans_inversaD:
"(x,y) € (r'D\< sup>*x = (y,x) € r\< sup>x"
proof (induct rule:rtrancl_induct)
show "(x,x) € r\<“sup>*" by (rule rtrancl_refl)
next
fix y z
assume "(x,y) € (r"1)\<~sup>*" and "(y,z) € r " and "(y,x) € r\<“sup>*"
show "(z,x) € r\<"sup>*"
proof (rule rtrancl_trans)
show "(z,y) € r\<~sup>+" using ‘(y,z) € r !¢ by simp
next
show "(y,x) € r\<“sup>*" using ‘(y,x) € r\<“sup>*‘ by simp
ged
ged

- "La demostracién automdtica del primer lema es"
lemma cl_rtrans_inversaD2:
"(x,y) € (r'D\< sup>x = (y,x) € r\< sup>x"
by (induct rule: rtrancl_induct)
(auto simp add: rtrancl_refl rtrancl_trans)

- "La demostracidn detallada del segundo lema es"
lemma cl_rtrans_inversal:
"(y,x) € r\<“sup>* =—> (x,y) € (r"1H)\< sup>x"
proof (induct rule: rtrancl_induct)
show "(y,y) € (r"D)\<“sup>*" by (rule rtrancl_refl)
next
fix u z
assume "(y,u) € r\<“sup>*" and "(u,z) € r" and "(u,y) € (r~1)\<~sup>x"
show "(z,y) € (r™1)\< sup>*"
proof (rule rtrancl_trans)
show "(z,u) € (r 1)\<"sup>*" using ‘(u,z) € r‘ by auto
next
show "(u,y) € (r"H)\< sup>*" using ‘(u,y) € (r 1)\<"sup>*‘ by simp
ged
ged

- "La demostracidén detalla del teorema es"
theorem cl_rtrans_inversa:
" (r_l)\<“sup>* = (r\<~sup>*) =1n
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proof

show "(r )\<~sup>* C (r\<~sup>*)~!" by (auto simp add:cl_rtrans_inversaD)
next

show "(r\<~sup>*)~1 C (r 1)\<~sup>*" by (auto simp add:cl_rtrans_inversal)
ged

- "La demostraci6n automdtica del teorema es"
theorem "(r~1)\<~sup>* = (r\<~sup>*)~ 1"
by (auto intro: cl_rtrans_inversal dest: cl_rtrans_inversaD)

section {* Relaciones bien fundamentadas e induccidn *}

text {x
La teoria de las relaciones bien fundamentadas es
HOL/Wellfounded_Relations.thy.

La relacidn-objeto "less_than" es el orden de los naturales definido por
- less_than = pred_nat\<~bsup>+\<~esup>

donde pred_nat estd definida por

- pred_nat = {(m, n). n = Suc m}

La caracterizacidén de less_than es
- less_than_iff: ((x,y) € less_than) = (x < y)

La relacidon less_than estd bien fundamentada
- wf_less_than: wf less_than

Notas sobre medidas:
- Imagen inversa de una relacién mediante una funcién:
- inv_image_def: inv_image r f = {(x,y). (f x,f y) € r}
- Conservacion de la buena fundamentacidn:
- wf_inv_image: wf r = wf (inv_image r f)
- Definicidén de la medida:
- measure_def: measure = inv_image less_than
- Buena fundamentacidén de la medida:
- wf_measure: wf (measure f)

*}

text {*
Notas sobre el producto lexicografico:
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- Definicidén del producto lexicografico (lex_prod_def):
ra <xlexx> rb = {((a,b),(a’,b’)). (a,a’) € ra V
(a=2a A (b,b’) € rb)}
- Conservacidn de la buena fundamentacidn:
- wf_lex_prod: [wf ra; wf rb] = wf (ra <*lex*> rb)

El orden de multiconjuntos estd en la teoria HOL/Library/Multiset.thy.

Induccidén sobre relaciones bien fundamentadas:
- wf_induct: [wf r; Ax. (Ay. (y,x) €Er = Py) = P x| = P a
*}

section {* Puntos fijos *}

text {*
La teoria de los puntos fijos se aplican a las funciones mondtonas.

Las funciones monétonas estd definida (en Orderings.thy) por
- mono_def: mono f = VAB. A<B — fA<TfB

Las reglas de introduccién y eliminacidén de la monotonicidad son:
. monol: (AAB. A<B —=— f A< f B) — mono f
- monoD: [mono f = A < B] = f A < fB

El menor punto fijo de un operador estd definido en la teoria
Inductive.thy, para los reticulos completos, por
- 1fp_def: 1fp £ = Inf {u. f u < u}

El menor punto fijo de una funcidén mondtona es un punto fijo:
- 1fp_unfold: mono f = 1fp f = £ (1fp f)

La regla de induccidon del menor punto fijo es
- 1fp_induct_set: | a € 1lfp(f);

mono (f) ;
Ax. | x € £Qfp(£) N {x. P(X)}) | = P&) |
= P(a)
*}
text {x

El mayor punto fijo de un operador estd definido en la teoria
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Inductive.thy, para los reticulos completos, por
- gfp_def: gfp f = Sup {u. u < f u}

El menor punto fijo de una funcidén mondtona es un punto fijo:
- gfp_unfold: mono f — gfp £ = £ (gfp £)

La regla de induccidon del menor punto fijo es
- coinduct_set: | mono(f);
a € X;
X C £X U gfp(£) |
— a € gfp(f)

end
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Ejercicios
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Relacion 1

Deduccidn natural en 16gica
proposicional

header {* R1: Deduccién natural proposicional *}

theory R1
imports Main
begin

text {x
El objetivo de esta relacidén es demostrar cada uno de los ejercicios
usando sb6lo las reglas basicas de deduccidén natural de la lbégica
proposicional (sin usar el método auto).

Las reglas basicas de la deduccién natural son las siguientes:
- conjI: [P; Q] = P A Q

- conjunctl: P AN Q — P

- conjunct2: P A Q = Q

- notnotD: —-—= P — P

- notnotI: P=— 1P

- mp: [P — Q; P = Q

- mt: [F — G; —-G] = —F

- impI: P= Q = P — Q

- disjIt: P=— P VAQ

- disjI2: Q = P VAQ

- disjE: [PV Q, P=—= R; Q = R|] = R
- FalseE: False — P

135
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- notE: [-P; P = R
- notl: (P — False) — —P
- iffI: [P = Q Q@ = P| = P =1Q
- iffD1: [Q=P; Q) = P
- iffD2: [P=Q Q] = P
- ccontr: (P — False) — P
*}
text {*

Se usaran las reglas notnotI y mt que demostramos a continuacién. *}

lemma notnotI: "P — —— P"
by auto

lemma mt: "|F — G; —G] = —F"
by auto

section {* Implicaciones *}

text {# -~ -- - - - -
Ejercicio 1. Demostrar

P —49 phFq

__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_1:

assumes "p — q"

Ilpll

shows "q"
oops
text {#* -———--m -

Ejercicio 2. Demostrar

p—>9,9g —r,phkr
__________________________________________________________________ *}

lemma ejercicio_2:
assumes "p — q"
Ilq _> rll
llpll
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shows "r"
oops

text {* ~-~————- -~

Ejercicio 3. Demostrar
p—(@q—r1),p—>q phr

lemma ejercicio_3:
assumes "p — (q — 1)"
np — qu
Ilpll
shows "r"
oops

text {* - == - —---- -

Ejercicio 4. Demostrar
p—9, q —rhkFp—r

lemma ejercicio_4:
assumes "p — q"
ng — "
shows "p — "
oops

text {¥ ~-———- -

Ejercicio 5. Demostrar
p— (g —1r)Fq— (p — 1)

lemma ejercicio_b:
assumes '"p — (q@ — )"
shows "q — (p — 1)"
0ops

text {¥ ~-~———- -~

Ejercicio 6. Demostrar

p— (@ — 1) (p q) > (p
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lemma ejercicio_6:

assumes "p — (q@ — )"

shows "(p > q) > (p r)"
oops

text {¥ ~---—— - ——— — -
Ejercicio 7. Demostrar
pFaq—p

lemma ejercicio_7:
assumes "p"
shows "q — p"
oops

text {¥ ~---——- - ————— -
Ejercicio 8. Demostrar
Fp— (@ — p)

lemma ejercicio_8:
np — (q — p)u
oops

text {# - == - -- -
Ejercicio 9. Demostrar
p—qF(Q@—1) — (p — 1)

lemma ejercicio_9:

assumes "p — q"

shows "(q > T) > (p > r)"
oops

text {# - -- - - --- -
Ejercicio 10. Demostrar
p > (q y (r > 8)) Fr » (@ — (p > 8))
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lemma ejercicio_10:
assumes "p — (q — (r — s8))"
shows '"r > (q > (p > s))"
oops

text {# - == - - - -
Ejercicio 11. Demostrar
F(p — (@ — 1)) > ((p > q) > (p > 1))

__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_11:
"@p — @ — 1) — ((p — g — (p — )"
oops
text {# - == - ------ -
Ejercicio 12. Demostrar
p—>q9 —rkp— (q@—r1
__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_12:
assumes "(p — q) — "
shows "p — (q — )"
oops
section {* Conjunciones *}
text {#* -———---m -
Ejercicio 13. Demostrar
P, aF pAq
__________________________________________________________________ *}

lemma ejercicio_13:
assumes "p"

Ilqll
shows "p A q"
oops
text {¥ ~-——— - -

Ejercicio 14. Demostrar
pAgqkp
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lemma ejercicio_14:
assumes "p A q"
shows "p"

oops

text {¥ ~--——----- i ——— —

Ejercicio 15. Demostrar
pAqgkq

lemma ejercicio_1b:
assumes "p A q"
shows "q"

oops

text {¥* ~--———----- i ———

Ejercicio 16. Demostrar
pA@Q@ADF (A AT

lemma ejercicio_16:
assumes "p A (g A )"
shows "(p A @ A r"
oops

text {¥ ~--——----- i ———

Ejercicio 17. Demostrar
pANg ArEFpA QAT

lemma ejercicio_17:
assumes "(p A @) A r"
shows '"p A (@ A )"
oops

text {¥ ~--——----

Ejercicio 18. Demostrar
pPAgkFp—gq
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__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_18:
assumes "p A q"
shows "'p — q"
oops
text {# --——- -
Ejercicio 19. Demostrar
p—PDANpP—>1)Fp —q9gAT
__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_19:
assumes "(p — @) A (p — )"
shows "'p — q A r"
oops
text {# -—-——-- -
Ejercicio 20. Demostrar
p—aArhkF(p— A (p — 1)
__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_20:
assumes "p —» q A r"
shows "(p — q@) A (p — )"
oops
text {# --——-- -
Ejercicio 21. Demostrar
p—(qg—1)FpAq—r
__________________________________________________________________ *}

lemma ejercicio_21:
assumes "p — (@ — )"
shows "'p AN q — "
oops

text {* ~-~-—— - ———— -
Ejercicio 22. Demostrar
pANq —T1rhkFp— (@ — 1)
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lemma ejercicio_22:
assumes "p AN q — r"
shows '"p — (@ — )"
oops

text {¥ ~--—— - —————— -
Ejercicio 23. Demostrar
p —q@ — rkFpAq—r

lemma ejercicio_23:
assumes "(p — q) — r"
shows "'"p AN q — "
oops

text {*¥ ~-~-———- - -
Ejercicio 24. Demostrar
pAN (@ —1F((p—99 —r

lemma ejercicio_24:
assumes "p A (@ — )"
shows "(p — @) — r"
oops

section {* Disyunciones *}

text {# -~ -- - - - -
Ejercicio 25. Demostrar

pFpVaga

lemma ejercicio_25:
assumes "p"
shows "'p V q"
oops

text {# -~ -- - - - -
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Ejercicio 26. Demostrar
aFpVa

lemma ejercicio_26:
assumes "q"
shows "p V q"
oops

text {# - == - ------ -

Ejercicio 27. Demostrar
pVaFqVp

lemma ejercicio_27:
assumes "p V q"
shows "q V p"
oops

text {# - == - ---- -

Ejercicio 28. Demostrar
q—rbkFpVg—pVr

lemma ejercicio_28:

assumes "q — 1"

shows 'pVqg—pVIr"
oops

text {¥ -~ == -~ -

Ejercicio 29. Demostrar
pVopFp

lemma ejercicio_29:
assumes "p V p"
shows "p"

oops

text {# ~-- - -- -
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Ejercicio 30. Demostrar
pPFpVp

lemma ejercicio_30:
assumes "p"
shows "p V p"
oops

text {# - == - - --- -
Ejercicio 31. Demostrar
pV@VnkFmEVy Vr

lemma ejercicio_31:
assumes "p V (q V )"
shows "(p V @ V "
oops

text {# - == - -- -
Ejercicio 32. Demostrar
Vg VrkEpV(QVr

lemma ejercicio_32:
assumes "(p V @) V r"
shows '"p V (q V )"
oops

text {# - -- - - --- -
Ejercicio 33. Demostrar
pA@VIDEG®AQQ V(AT

lemma ejercicio_33:

assumes "p A (q V )"

shows "(p AN q@ V (p A )"
oops

text {# -~ -- - - - -
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Ejercicio 34. Demostrar
pPANQ V PAID)EFPAI(QVrI

lemma ejercicio_34:
assumes "(p A @) V (p A )"
shows '"p A (q V )"

oops

text {# -~ -- - - - -
Ejercicio 35. Demostrar
pV@ADF@(®EVg ApVI

lemma ejercicio_35:

assumes "p V (g A )"

shows "(p Vg A (pV )"
oops

text {# - -- - - ----- i
Ejercicio 36. Demostrar
PV AN @PVI)EFEpV(@QATr

lemma ejercicio_36:
assumes "(p V @) A (p V )"
shows "p V (q A )"

oops

text {# - == - - -
Ejercicio 37. Demostrar
p—1)AN@Q@—1)FpVqg—r

lemma ejercicio_37:
assumes "(p — r) A (@ — )"
shows 'p Vg — "

oops

text {# ~-- - - - -
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Ejercicio 38. Demostrar
pVg—rhkF((p —1) AN (Q—r1

lemma ejercicio_38:

assumes "p V q — r"

shows "(p — 1) A (@ — )"
oops

section {* Negaciones *}

text {¥ ~---——---- i ———— -
Ejercicio 39. Demostrar
pF —p

lemma ejercicio_39:
assumes "p"
shows "——p"
oops

text {¥ ~---——----- i —— — -
Ejercicio 40. Demostrar
pPEP—q

lemma ejercicio_40:
assumes "—p"
shows "'p — q"
oops

text {¥ ~---——- - ——— — -
Ejercicio 41. Demostrar
p—qF 7q — —p

lemma ejercicio_41:
assumes "p — q"
shows "-q — —p"
oops
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text {¥ ~--———---- i —— —

Ejercicio 42. Demostrar
pVd, 7q F p

lemma ejercicio_42:
assumes "pVq"

II_\qII
shows "p"
oops
text {¥* ~--——----- i ————

Ejercicio 42. Demostrar
pVa phkgq

lemma ejercicio_43:
assumes "p V q"

ll_|pll
shows "q"
oops
text {¥ ~--———---- i

Ejercicio 40. Demostrar
pVaghk =(=p A q)

lemma ejercicio_44:
assumes "p V q"
shows "= (—p A "
oops

text {* ~--——----- i ——

Ejercicio 45. Demostrar
pAgF =(zp VvV =9

lemma ejercicio_4b:
assumes "p A q"
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shows "= (—p V "
oops

text {* -—————----

Ejercicio 46. Demostrar
—(p V@ pA—q

lemma ejercicio_46:
assumes "—(p V )"
shows "-p A q"
oops

text {* -————— -~

Ejercicio 47. Demostrar
“p A gk 2V

lemma ejercicio_47:
assumes "—-p A —qQ"
shows "—(p V "
oops

text {* -—————----

Ejercicio 48. Demostrar
“pV gk 2 AQ

lemma ejercicio_48:
assumes "—p V —q"
shows "—(p A "
oops

text {* -——————--- -

Ejercicio 49. Demostrar
F = A —p)

lemma ejercicio_49:
" (p /\ _|p) 1"
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oops
text {# ---—-- -
Ejercicio 50. Demostrar
pAphEq
__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_bO:
assumes "p A —p"
shows "q"
oops
text {# -—-——-- -
Ejercicio 51. Demostrar
——p bk p
__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_bl:
assumes "——p"
shows "p"
oops
text {# ---—--m -
Ejercicio 52. Demostrar
FpV p
__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_b2:
Ilp\/_\pll
oops
text {* -———--- -
Ejercicio 53. Demostrar
F ((p q) > p) p
__________________________________________________________________ *}

lemma ejercicio_b3:

n((p \ q) N p) \ pn
00ps
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text {# -~ == - ------ -
Ejercicio 54. Demostrar
q — pFp-—gq

__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_b4:
assumes "—q — —p"
shows "p — q"
oops
text {# -~ -- - - - -
Ejercicio 55. Demostrar
~(p A @) Fp Vg
__________________________________________________________________ *x}
lemma ejercicio_b5:
assumes "—(=p A "
shows "'p V q"
oops
text {# ~-- - - - -
Ejercicio 56. Demostrar
~(pV o) FpAg
__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_56:
assumes "—(—p V "
shows "p A Q"
oops
text {# - == - —----- -
Ejercicio 57. Demostrar
“(pANq@ F —-pV q
__________________________________________________________________ *}

lemma ejercicio_b57:
assumes "—(p A q)"
shows "-p V q"
oops
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text {# -~ == - ------ -
Ejercicio 58. Demostrar
F(p —9 V (q — p)

lemma ejercicio_58:
n(p — q) \V (q — p)u
oops

end
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Relacion 2

Argumentacion légica proposicional

header {* R2: Argumentacidén proposicional x}

theory R2
imports Main
begin

text {*
El objetivo de esta relacidén formalizar y demostrar la correccidn de
los argumentos usando sélo las reglas basicas de deduccidén natural de
la 16gica proposicional (sin usar el método auto).

Las reglas basicas de la deduccidén natural son las siguientes:
- conjI: |]P; QH — P A Q

- conjunctl: P AN Q — P

- conjunct2: P A Q — Q

- notnotD: —— P =— P

- notnotI: P=— —-——P

- mp: HP — Q; Pﬂ = Q

- mt: [F — G; —G] = —F
- impI: P=Q = P —Q
- disjIl: P=— P VAQ

- disjI2: Q — P VAQ

- disjE: [PV Q P=— R; Q = R] = R
- FalseE: False =— P

- notE: [-P; P = R

- notI: (P — False) — —P
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iffD1 [Q=P; Q) = P
if£D2 [P=Q Q] = P
ccontr (—-P — False) — P
*}
text {*

Se usardn las reglas notnotl y mt que demostramos a continuacidn.

*}

lemma notnotI: "P =— —— P"
by auto

lemma mt: "|F — G; —G] = —F"
by auto

text {* —-—-mm -
Ejercicio 1. Formalizar, y demostrar la correccién, del siguiente
argumento
Cuando tanto la temperatura como la presidén atmosférica permanecen
contantes, no llueve. La temperatura permanece constante. Por lo
tanto, en caso de que llueva, la presidn atmosférica no permanece
constante.
Usar T para "La temperatura permanece constante',
P para "La presidén atmosférica permanece constante" y
L para "Llueve".

text {# - -- - - -- -
Ejercicio 2. Formalizar, y demostrar la correccidén, del siguiente
argumento
Siempre que un nimero x es divisible por 10, acaba en 0. El1 numero
X no acaba en 0. Por lo tanto, x no es divisible por 10.
Usar D para "el numero es divisible por 10" y
C para "el nimero acaba en cero".

text {* ~-~-—— - -
Ejercicio 3. Formalizar, y demostrar la correccidén, del siguiente
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argumento
En cierto experimento, cuando hemos empleado un farmaco A, el
paciente ha mejorado considerablemente en el caso, y s6lo en el
caso, en que no se haya empleado también un férmaco B. Ademds, o se
ha empleado el férmaco A o se ha empleado el farmaco B. En
consecuencia, podemos afirmar que si no hemos empleado el farmaco
B, el paciente ha mejorado considerablemente.
Usar A: Hemos empleado el farmaco A.
B: Hemos empleado el farmaco B.
M: E1 paciente ha mejorado notablemente.

text {* ----mm e -
Ejercicio 4. Formalizar, y demostrar la correccién, del siguiente
argumento
S1i no estd el mafiana ni el ayer escrito, entonces no estd el mafiana
escrito.
Usar M: El mafiana estd escrito.
A: E1 ayer estd escrito.

text {¥ ~---——------ i ——— -

Ejercicio 5. Formalizar, y demostrar la correccién, del siguiente
argumento

Me matan si no trabajo y si trabajo me matan. Me matan siempre me

matan.
Usar M: Me matan.
T: Trabajo.
__________________________________________________________________ *}
text {# - == - ------

Ejercicio 6. Formalizar, y demostrar la correccidén, del siguiente
argumento
Si te llamé por teléfono, entonces recibiste mi llamada y no es
cierto que no te avisé del peligro que corrias. Por consiguiente,
como te llamé, es cierto que te avisé del peligro que corrias.
Usar T: Te 1llamé por teléfomno.
R: Recibiste mi llamada.
P: Te avisé del peligro que corrias.
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text {¥ -~ - - --v-v-- i i i b i b b b b
Ejercicio 7. Formalizar, y demostrar la correccién, del siguiente
argumento

Si no hay control de nacimientos, entonces la poblacidn crece
ilimitadamente; pero si la poblacidén crece ilimitadamente,
aumentard el indice de pobreza. Por consiguiente, si no hay control
de nacimientos, aumentard el indice de pobreza.
Usar N: Hay control de nacimientos.
P: La poblacién crece ilimitadamente,
I: Aumentard el indice de pobreza.

text {* -----mmm e
Ejercicio 8. Formalizar, y demostrar la correccidén, del siguiente
argumento

Si el general era leal, hubiera obedecido las o6rdenes, y si era
inteligente las hubiera comprendido. 0 el general desobedeci6 las
o6rdenes o no las comprendidé. Luego, el general era desleal o no era
inteligente.
Usar L: El general es leal.

0: El general obedece las Ordenes.

I: E1 general es inteligente.

C: El1 general comprende las Ordenes.

text {% ~- - - v- - i i b i i b b b
Ejercicio 9. Formalizar, y demostrar la correccién, del siguiente
argumento

51 Dios fuera capaz de evitar el mal y quisiera hacerlo, lo
haria. Si Dios fuera incapaz de evitar el mal, no seria
omnipotente; si no quisiera evitar el mal seria malévolo. Dios no
evita el mal. Si Dios existe, es omnipotente y no es
malévolo. Luego, Dios no existe.
Usar C: Dios es capaz de evitar el mal.

Q: Dios quiere evitar el mal.

0: Dios es omnipotente.

M: Dios es malévolo.

P: Dios evita el mal.

E: Dios existe.
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text {* —-—----i——_— — —, -
Ejercicio 10. Formalizar, y demostrar la correccidén, del siguiente
argumento
Nadie ma&s que Pedro, Quintin y Raul esté&n bajo sospecha y al menos
uno es traidor. Pedro nunca trabaja sin llevar al menos un cémplice
(que puede ser Quintin o Radl). Rail es leal. Por lo tanto,
Pedro es traidor.
Usar p: Pedro es traidor.
q : Quintin es traidor.
r : Raul es traidor.

text {* ------mm -

Ejercicio 11. Formalizar, y demostrar la correccidén, del siguiente

argumento
Si la valvula estd abierta o la monitorizacidén estd preparada,
entonces se envia una sefial de reconocimiento y un mensaje de
funcionamiento al controlador del ordenador. Si se envia un mensaje
de funcionamiento al controlador del ordenador o el sistema estd en
estado normal, entonces se aceptan las oOrdenes del operador. Por lo
tanto, si la valvula estd abierta, entonces se aceptan las o6rdenes
del operador.

Usar A: La valvula estd abierta.

P : La monitorizacidn estd preparada.

R : Envia una sefial de reconocimiento.
F : Envia un mensaje de funcionamiento.
N : El sistema estd en estado normal.
0 : Se aceptan drdenes del operador.
__________________________________________________________________ *}
text {# --——--m -

Ejercicio 12. Formalizar, y demostrar la correccidén, del siguiente
argumento
Si trabajo gano dinero, pero si no trabajo gozo de la vida. Sin
embargo, si trabajo no gozo de la vida, mientras que si no trabajo
no gano dinero. Por lo tanto, gozo de la vida si y s6lo si no gano
dinero.
Usar p: Trabajo
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q: Gano dinero.
r: Gozo de la vida.




Relacion 3

Eliminacion de conectivas

header {* R3: Eliminacidén de conectivas *}

theory R3
imports Main
begin

text {x
El objetivo de esta es relacidén es demostrar cbémo a partir de las
conectivas False, A\ y — pueden definirse las restantes.

text {* --—--m -
Ejercicio 1. Definir <— usando N y —; es decir, sustituir en
(A +— B) = indefinida
la indefinida por una férmula que sélo usa las conectivas Ay <— y
demostrar la equivalencia.

text {* - -
Ejercicio 2. Definir — usando — y False; es decir, sustituir en
(—A) = indefinida
la indefinida por una fdormula que s6lo usa las conectivas — y False
y demostrar la equivalencia.

159
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text {*¥ —-—--m -
Ejercicio 3. Definir V usando — y False; es decir, sustituir en
(A V B) = indefinida
la indefinida por una férmula que sélo usa las conectivas — y False
y demostrar la equivalencia.

__________________________________________________________________ *}
text {* —-----mm——— — -
Ejercicio 4. Encontrar una férmula equivalente a
(AV (BAC) «<— A
que s6lo use las conectivas False, N\ y — y demostrar la
equivalencia.
__________________________________________________________________ *}




Relacion 4

Deduccion natural en 16gica de primer
orden

header {* R4: Deduccién natural de primer orden *}

theory R4
imports Main
begin

text {x
Demostrar o refutar los siguientes lemas usando s6lo las reglas
basicas de deduccidn natural de la 1légica proposicional, de los
cuantificadores y de la igualdad:
- conjI: [P; Q] = P A Q
- conjunctl: P A Q — P
- conjunct2: P A Q — Q

- notnotD: - P — P

- mp: HP — Q; Pﬂ = Q

- impI: P= Q = P — Q

- disjIl: P—= P VQ

- disjI2: Q = P VQ

- disjE: [PV Q P=R; Q = R] = R
- FalseE: False — P

- notE: [-P; P| = R

- notl: (P — False) — —P

- iffI: [P = Q; Q = P] = P = Q
- iffD1: [Q=P; Q) = P

. iffD2: [P=Q; Q] = P
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- ccontr: (=P = False) =— P
- alll: [Vx. P x; Px = R|] = R
- allE: (Ax. P x) — Vx. P x
- exI: Px — dx. Px
- exE: [Fx. P x; Ax. Px = Q] = Q
- refl: t=t
- subst: [s=t; Ps|] =Pt
. trans: [t =s;s=t] =r=t
- sym: s =t —1%t=s
- not_sym: t#s =—=s #t
- ssubst: [t =s; Ps|] =Pt
- box_equals: [a =b; a=c; b=d] = a: =4d
- arg_cong: x=y—fx=1~fy
- fun_cong: f=g—fx=gx
- cong: [f =g, x=y] = fx=gy
*}
text {x

Se usaran las reglas notnotl y mt que demostramos a continuacidn.

*}

lemma notnotI:
by auto

"p — —— Pp"

lemma mt: "|F — G; —G] = —F"

by auto

text {* ---—----

Ejercicio 1. Demostrar
Vx. Px — QxF (Vx. Px) — (Vx. Q x)

lemma ejercicio_1:
assumes "Vx. P x — Q x"

shows "(Vx.

oops

text {* ---—----

Px) — (Vx. Q )"
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Ejercicio 2. Demostrar
Jx. ~(P x) F —(Vx. P x)

__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_2:
assumes "dx. (P x)"
shows "—(Vx. P x)"
oops
text {# - == - - --- -
Ejercicio 3. Demostrar
Vx. Px F Vy. Py
__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_3:
assumes "Vx. P x"
shows "Vy. P y"
oops
text {# - == - -- -
Ejercicio 4. Demostrar
Vx. Px — Qx F (Vx. (@ x)) — (Vx. = (P x))
__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_4:
assumes "Vx. P x — Q x"
shows "(Vx. =(Q x)) — (Vx. = (P x))"
oops
text {# - -- - - - -
Ejercicio 5. Demostrar
Vx. Px — (@ x)F—-(Fx. Px AQx)
__________________________________________________________________ *}

lemma ejercicio_b:
assumes "Vx. P x — —(Q x)"
shows "—(dx. P x A Q x)"
00ps

text {# -~ -- - - - -



164 Relacién 4. Deduccién natural en l6gica de primer orden

Ejercicio 6. Demostrar
Vx y. PxyF Yuv. Puv

__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_6:
assumes "Vx y. P x y"
shows "Vuv. P u v"
oops
text {# -~ -- - - - -
Ejercicio 7. Demostrar
Jxy. Pxy = Juv.Puv
__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_7:
assumes "Jdx y. P x y"
shows "Juv. P u v"
oops
text {# - -- - - - -
Ejercicio 8. Demostrar
Jx. Vy. PxykF Vy. dx. Pxy
__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_8:
assumes "Jdx. Vy. P x y"
shows "Vy. Jx. P x y"
oops
text {# - -- - - - -
Ejercicio 9. Demostrar
dx. Pa—QxFPa— (Ix. Q x)
__________________________________________________________________ *}

lemma ejercicio_9:
assumes "dx. P a — Q x"
shows "P a — (dx. Q x)"
oops

text {# -~ -- - - - -
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Ejercicio 10. Demostrar
Pa— (Ix. Qx)F3dx. Pa— Qx

__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_10:
fixes P Q :: "’b = bool"
assumes "P a — (dx. Q x)"
shows "dx, P a — Q x"
oops
text {* —--mmm -
Ejercicio 11. Demostrar
(dx. Px) — Qatk Vx. Px — Q a
__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_11:
assumes "(dx. P x) — Q a"
shows "Wx. P x — Q a"
oops
text {* —--mmm -
Ejercicio 12. Demostrar
Vx. Px — Qatk dx. Px — Qa
__________________________________________________________________ *x}
lemma ejercicio_12:
assumes "Vx. P x — Q a"
shows "dx,. P x — Q a"
oops
text {* —--mmm e
Ejercicio 13. Demostrar
(Vx. Px) V (Vx. Qx) FVx. PxVQx
__________________________________________________________________ *x}

lemma ejercicio_13:
assumes "(Vx. P x) V (Vx. Q x)"
shows "Wx. PxV Qx"

oops
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text {# -~ == - ------ -

Ejercicio 14. Demostrar
dx. Px AQxF (dx. Px) A (Ix. Q x)

__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_14:
assumes "Jdx. P x A Q x"
shows "(dx. P x) A (dx. Q@ x)"
oops
text {# -~ -- - - - -
Ejercicio 15. Demostrar
Vx y. Py — QxF (dy. Py) — (Vx. Q %)
__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_15:
assumes "Vx y. Py — Q x"
shows "(dy. P y) — (Vx. Q )"
oops
text {# ~-- - - - -
Ejercicio 16. Demostrar
-(Vx. (P x)) F dx. P x
__________________________________________________________________ *x}
lemma ejercicio_16:
assumes "—(Vx. = (P x))"
shows  "dx. P x"
oops
text {# - == - —----- -
Ejercicio 17. Demostrar
Vx. (P x) F =-(dx. P x)
__________________________________________________________________ *}

lemma ejercicio_17:
assumes "Vx. —(P x)"
shows "—(dx. P x)"
oops
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text {# -~ == - ------ -

Ejercicio 18. Demostrar
dx. P x F =(Vx. =(P x))

lemma ejercicio_18:
assumes "dx. P x"
shows "= (Vx. = (P x))"
oops

text {# -~ -- - - - -
Ejercicio 19. Demostrar
Pa— (Vx. Qx) FVx. Pa—Qx

lemma ejercicio_19:
assumes "P a — (Vx. Q x)"
shows "Wx. Pa — Q x"
oops

text {# -~ -- - - - -
Ejercicio 20. Demostrar
{Vx yz. Rxy ARy z — R x z,
V. (R x )%}
FVxy.Rxy — Ry x)

lemma ejercicio_20:
assumes "Vx y z. Rxy ARyz — R x 2"
"Wx. (R x x)"
shows '"Vxy.Rxy — -(Ry=x)"
oops

text {* ~--—— - - -
Ejercicio 21. Demostrar
{Vx. PxV Qx, Ix. (%), Vx. Rx — —(Px)}F dx. =R x)

lemma ejercicio_21:
assumes "Vx. P x V Q x"
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"Jx. —(Q x)"
"Wx. Rx — (P x)"
shows "dx. —(R x)"
0ops

text {# - == - —----- -
Ejercicio 22. Demostrar
{Vx. Px —QxVRx, "(dx. Px ARX)} FVx. Px —Qx

__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_22:
assumes "Vx. Px — Q x V R x"
"-(dx. Px AR )"
shows "Wx. P x — Q x"
oops
text {* -——--- -
Ejercicio 23. Demostrar
Jxy.RxyVRyxhk dxy. Rxy
__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_23:
assumes "Jx y. Rxy VR y x"
shows "dJx y. R x y"
oops
text {% ~- - - v- - i i b b i b b b
Ejercicio 24. Demostrar
(Ix. Vy. Pxy) — (Vy. Ix. P x y)
__________________________________________________________________ *}

lemma ejercicio_24:
"(Ix. Vy. Pxy) — (Vy. Jdx. P x y)"
oops

text {# - == - - - -
Ejercicio 25. Demostrar
(Vx. Px — Q) «— ((Ix. Px) — Q)
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lemma ejercicio_25:

"(Vx. Px — Q) +«— ((Ix. Px) — Q"

oops

text {# - -- - - - -

Ejercicio 26. Demostrar

((Vx. P x) A (Vx. Q

oops

oops

oops

__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_26:
"((Vx. Px) A (WVx. Q%)) +«— (Vx. Px AQx)"
text {* --——--m -
Ejercicio 27. Demostrar o refutar
((Vx. Px) V (Vx. Q x)) «— (Vx. PxV Qx)
__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_27:
"((Vx. Px) V (Vzx. Q%)) +«<— (Wx. PxV Q="
text {# -—-——-m -
Ejercicio 28. Demostrar o refutar
((dx. Px) V (Ix. @ x)) «<— (Ix. P x V Q x)
__________________________________________________________________ *}
lemma ejercicio_28:
"((dx. Px) V (dx. Q%)) +— (Ix. Px VvV Qx)"
text {#* -———--- -
Ejercicio 29. Demostrar o refutar
(Vx. dy. Pxy) — (Jdy. Vx. P x y)
__________________________________________________________________ *}

lemma ejercicio_29:

"(Vx. dy. P xy) — (Jy.

oops

Vx. P x y)"
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text {# -~ == - ------ -
Ejercicio 30. Demostrar o refutar
(—=(Vx. P x)) «— (dx. =P x)

lemma ejercicio_30:
"(-(Vx. P x)) «— (dx. -P x)"
oops

section {* Ejercicios sobre igualdad *}

text {¥ ~---—— - —— — -
Ejercicio 31. Demostrar o refutar
Pa— Vx. x=a — Px

lemma ejercicio_31b:

assumes "P a"

shows "Vx. x =a — P x"
oops

text {¥ ~---——----- i —— — -

Ejercicio 32. Demostrar o refutar
Jxy.RxyVRyzx; "(Ix.Rxx)] = Ixy. x#y

lemma ejercicio_32:

fixes R :: "’¢c = ¢ = bool"
assumes "Jx y. Rxy VR y x"
"—(dx. R x x)"
shows  "d(x::’¢c) y. x # y"
oops
text {* —-—-m -

Ejercicio 33. Demostrar o refutar
{Vx. P a x x,
Vxyz. Pxyz — P (fx)y (f2?}
F P (f a)a(fa
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lemma ejercicio_33:
assumes "Vx. P a x x"
"Wxyz. Pxyz—P(zx)y (2"

shows "P (f a) a (f a)"
oops

text {x

Ejercicio 34. Demostrar o refutar
{Vx. P a x x,

Vxyz. Pxyz— P (fx)y (f2)]
- dz. P (f a) z (f (f a))

*}
lemma ejercicio_34b:
assumes "Vx. P a x x"
"Wxyz. Pxyz —P{Ex vy (2"
shows "dz. P (f a) z (£ (£ a))"
oops
text {* ---\v----o-o -\ e e bl f bl —————————
Ejercicio 35. Demostrar o refutar
{Vy. Qay,
Vx y. Qxy — Q (s x) (s )}
F3dz. Qaz A Qz (s (s a))
__________________________________________________________________ *}

lemma ejercicio_35b:
assumes "Vy. Q a y"

"Wxy. Qxy — Q (s x) (s "
"Jz. Qaz AQz (s (s a))"

shows
oops

text {x

Ejercicio 36. Demostrar o refutar
{x=fx, odd (f XD} I odd x

lemma ejercicio_36b:

"[x = £ x; odd (f x)] = odd x"
oops
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text {* -——---- -
Ejercicio 37. Demostrar o refutar
{x = £ x, triple (f x) (f x) x} I triple x x x

lemma ejercicio_37b:
"|[x = £ x; triple (f x) (f x) x| = triple x x x"
00ps

end




Relacion 5

Argumentacion logica de primer orden

header {* R5: Argumentacidén en l6gica de primer orden *}

theory Rb
imports Main
begin

text {x
El objetivo de esta relacidn es formalizar y decidir la correccidn
de los argumentos. En el caso de que sea correcto, demostrarlo usando
s0lo las reglas basicas de deduccidén natural de la 1légica de primer
orden (sin usar el método auto). En el caso de que sea incorrecto,
calcular un contraejemplo con QuickCheck.

Las reglas basicas de la deduccién natural son las siguientes:
- conjI: [P; Q] = P A Q

- conjunctl: P AN Q — P

- conjunct2: P A Q — Q

- notnotD: ——m P — P

- notnotl: P=— —-— P

- mp: [P — Q; P] = Q

- mt: [F — G; -G] = —F

- impI: (P —= Q) — P —Q

- disjI1: P—= P VQ

- disjI2: Q — P VQ

. disjE: [PVQ P=R; Q = R|] =R
- FalseE: False — P
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- notE: [-P; P = R

- notl: (P =— False) — —P

- iffD1: [Q=P; Q) = P

- iffD2: [P=Q Q] = P

- ccontr: (-P — False) — P

- excluded_middle: =P V P

- alll: [Vx. P x; Px = R|] = R

- allE: (Ax. P x) = Vx. P x

- exI: Px — dx. Px

- exE: [Fx. P x; Ax. Px = Q] = Q
*}
text {*

Se usaran las reglas notnotl y mt que demostramos a continuaciodn.

*}

lemma notnotI: "P — —— P"
by auto

lemma mt: "|F — G; —G] = —F"
by auto

lemma no_ex: "—(dx. P(x)) = Vx. —P(x)"
by auto

lemma no_para_todo: "—(Vx. P(x)) = dx. —P(x)"
by auto

text {* —-—----i——_— — — -

Ejercicio 1. Formalizar, y decidir la correccién, del siguiente
argumento

Sécrates es un hombre.

Los hombres son mortales.

Luego, Socrates es mortal.
Usar s para Sécrates

H(x) para x es un hombre
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M(x) para x es mortal

text {* —------p—_— — —
Ejercicio 2. Formalizar, y decidir la correccidn, del siguiente
argumento
Hay estudiantes inteligentes y hay estudiantes trabajadores. Por
tanto, hay estudiantes inteligentes y trabajadores.
Usar I(x) para x es inteligente
T(x) para x es trabajador

text {* -~-—----_——_—— — — -
Ejercicio 3. Formalizar, y decidir la correccién, del siguiente
argumento
Todos los participantes son vencedores. Hay como médximo un
vencedor. Hay como mdximo un participante. Por lo tanto, hay
exactamente un participante.
Usar P(x) para x es un participante
V(x) para x es un vencedor

text {* --—----i—_——- — —- -
Ejercicio 4. Formalizar, y decidir la correccién, del siguiente
argumento
Todo aquel que entre en el pais y no sea un VIP serd cacheado por
un aduanero. Hay un contrabandista que entra en el pais y que solo
podrd ser cacheado por contrabandistas. Ningin contrabandista es un
VIP. Por tanto, algin aduanero es contrabandista.

Usar A(x) para x es aduanero
Ca(x,y) para x cachea a y
Co(x) para x es contrabandista
E(x) para x entra en el pais
V(x) para x es un VIP
__________________________________________________________________ x}
text {#* -———--- -

Ejercicio 5. Formalizar, y decidir la correccién, del siguiente
argumento
Juan teme a Maria. Pedro es temido por Juan. Luego, alguien teme a
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Maria y a Pedro.

Usar j para Juan
m para Maria
P para Pedro

T(x,y) para x teme a y

text {* —-—-m -
Ejercicio 6. Formalizar, y decidir la correccién, del siguiente
argumento
Los hermanos tienen el mismo padre. Juan es hermano de Luis. Carlos
es padre de Luis. Por tanto, Carlos es padre de Juan.
Usar H(x,y) para x es hermano de y
P(x,y) para x es padre de y

N para Juan
1 para Luis
c para Carlos

text { ~--\v--o-»-o-- - i  f b i b i b b b b b b i bl _——— -
Ejercicio 7. Formalizar, y decidir la correccidn, del siguiente
argumento
La existencia de algun canal de TV publica, supone un acicate para
cualquier canal de TV privada; el que un canal de TV tenga un
acicate, supone una gran satisfaccidén para cualquiera de sus
directivos; en Madrid hay varios canales piblicos de TV; TV5 es un
canal de TV privada; por tanto, todos los directivos de TV5 estéan
satisfechos.
Usar Pu(x) para x es un canal de TV piblica
Pr(x) para x es un canal de TV privada
A(x) para x posee un acicate
D(x,y) para x es un directivo del canal y
S(x) para x estd satisfecho
t para TVb

text {#* ————---m -
Ejercicio 8. Formalizar, y decidir la correccién, del siguiente
argumento
Quien intente entrar en un pais y no tenga pasaporte, encontrari
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algin aduanero que le impida el paso. A algunas personas
motorizadas que intentan entrar en un pais le impiden el paso
unicamente personas motorizadas. Ninguna persona motorizada tiene
pasaporte. Por tanto, ciertos aduaneros estan motorizados.

Usar E(x) para x entra en un pais
P(x) para x tiene pasaporte
A(x) para x es aduanero
I(x,y) para x impide el paso a y
M(x) para x estd motorizada
__________________________________________________________________ x}
text {¥ ~- - - »-v-- - i i i il b b b b b
Ejercicio 9. Formalizar, y decidir la correccién, del siguiente
argumento
Los aficionados al fitbol aplauden a cualquier futbolista
extranjero. Juanito no aplaude a futbolistas extranjeros. Por
tanto, si hay algun futbolista extranjero nacionalizado espafiol,
Juanito no es aficionado al futbol.
Usar Af(x) para x es aficicionado al fatbol
Ap(x,y) para x aplaude a y
E(x) para x es un futbolista extranjero
N(x) para x es un futbolista nacionalizado espafiol
N para Juanito
__________________________________________________________________ *}
text {# - -- - - -- -

Ejercicio 10. Formalizar, y decidir la correccidén, del siguiente
argumento
Ningin aristécrata debe ser condenado a galeras a menos que sus
crimenes sean vergonzosos y lleve una vida licenciosa. En la ciudad
hay aristdcratas que han cometido crimenes vergonzosos aunque Ssu
forma de vida no sea licenciosa. Por tanto, hay algin aristécrata
que no estd condenado a galeras.
Usar A(x) para x es aristdcrata
G(x) para x estd condenado a galeras
L(x) para x lleva una vida licenciosa
X

V(x) para x ha cometido crimenes vergonzoso
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Ejercicio 11. Formalizar, y decidir la correccidn, del siguiente
argumento
Todo individuo que esté conforme con el contenido de cualquier
acuerdo internacional lo apoya o se inhibe en absoluto de asuntos
politicos. Cualquiera que se inhiba de los asuntos politicos, no
participard en el préximo referéndum. Todo espafiol, estad conforme
con el acuerdo internacional de Maastricht, al que sin embargo no
apoya. Por tanto, cualquier individuo o no es espafiol, o en otro
caso, estda conforme con el contenido del acuerdo internacional de
Maastricht y no participard en el prdéximo referéndum.
Usar C(x,y) para la persona x conforme con el contenido del acuerdo y
A(x,y) para la persona x apoya el acuerdo y
I(x) para la persona x se inibe de asuntos politicos
R(x) para la persona x participard en el proximo referéndum
E(x) para la persona x es espafiola

m para el acuerdo de Maastricht
__________________________________________________________________ *}
text {* —-----mm o ———— — -
Ejercicio 12. Formalizar, y decidir la correccidn, del siguiente
argumento
Toda persona pobre tiene un padre rico. Por tanto, existe una
persona rica que tiene un abuelo rico.
Usar R(x) para x es rico
p(x) para el padre de x
__________________________________________________________________ *}

text {* —-—----i—— — — -
Ejercicio 13. Formalizar, y decidir la correccién, del siguiente
argumento
Todo deprimido que estima a un submarinista es listo. Cualquiera
que se estime a si mismo es listo. Ningin deprimido se estima a si
mismo. Por tanto, ningin deprimido estima a un submarinista.
Usar D(x) para x estd deprimido
E(x,y) para x estima a y
L(x) para x es listo
X

S(x) para x es submarinista
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Ejercicio 14. Formalizar, y decidir la correccidn, del siguiente
argumento
Todos los robots obedecen a los amigos del programador jefe.
Alvaro es amigo del programador jefe, pero Benito no le
obedece. Por tanto, Benito no es un robot.

Usar R(x) para x es un robot
Ob(x,y) para x obedece a y
A(x) para x es amigo del programador jefe
b para Benito
a para Alvaro
__________________________________________________________________ *}
text {# --——-- -

Ejercicio 15. Formalizar, y decidir la correccidén, del siguiente
argumento
En una pecera nadan una serie de peces. Se observa que:
* Hay algin pez x que para cualquier pez y, si el pez x no se come
al pez y entonces existe un pez z tal que z es un tiburdn o bien
z protege al pez y.
* No hay ningin pez que se coma a todos los demés.
* Ningin pez protege a ningin otro.
Por tanto, existe algin tiburdén en la pecera.
Usar C(x,y) para x se come a y
P(x,y) para x protege a y
T(x) para x es un tiburdén

text {* —-—----m o —_— — —-
Ejercicio 16. Formalizar, y decidir la correccién, del siguiente
argumento
Supongamos conocidos los siguientes hechos acerca del numero de
aprobados de dos asignaturas A y B:
* Si todos los alumnos aprueban la asignatura A, entonces todos
aprueban la asignatura B.
* Si algin delegado de la clase aprueba A y B, entonces todos los
alumnos aprueban A.
* Si nadie aprueba B, entonces ningin delegado aprueba A.
* 51 Manuel no aprueba B, entonces nadie aprueba B.
Por tanto, si Manuel es un delegado y aprueba la asignatura A,
entonces todos los alumnos aprueban las asignaturas A y B.
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Usar A(x,y) para x aprueba la asignatura y
D(x) para x es delegado

m para Manuel
a para la asignatura A
b para la asignatura B
__________________________________________________________________ *}
text {¥ ~--—— - -

Ejercicio 17. Formalizar, y decidir la correccidén, del siguiente

argumento

En cierto pais oriental se ha celebrado la fase final del
campeonato mundial de futbol. Cierto diario deportivo ha publicado
las siguientes estadisticas de tan magno acontecimiento:

* A todos los porteros que no vistieron camiseta negra les marcé un

gol algin delantero europeo.
* Algln portero jugd con botas blancas y sélo le marcaron goles
jugadores con botas blancas.

* Ningun portero se marcé un gol a si mismo.
* Ningun jugador con botas blancas vistidé camiseta negra.

Por tanto, algin delantero europeo jugd con botas blancas.

Usar P(x) para
D(x) para
N(x) para
B(x) para
M(x,y) para

es portero

es delantero europeo
viste camiseta negra
juega con botas blancas
marcé un gol a y

text {¥ ~--—— - -
Ejercicio 18. Formalizar, y decidir la correccién, del siguiente

argumento

Las relaciones de parentesco verifican la siguientes propiedades

generales:

* 31 x es hermano de y, entonces y es hermano de x.
Todo el mundo es hijo de alguien.

%

* Nadie es hijo del hermano de su padre.

* Cualquier padre de una persona es también padre de todos los
hermanos de esa persona.

* Nadie es hijo ni hermano de si mismo.

Tenemos los siguientes miembros de la familia Peldez: Don Antonio,

Don Luis, Antofiito y Manolito y sabemos que Don Antonio y Don Luis



Razonamiento automatico (2012-13) 181

son hermanos, Antofiito y Manolito son hermanos, y Antofiito es hijo
de Don Antonio. Por tanto, Don Luis no es el padre de Manolito.
Usar A para Don Antonio
He(x,y) para x es hermano de y
Hi(x,y) para x es hijo de y

L para Don Luis
a para Antofiito
m 