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Modelos de computacidn

Formalizacién del concepto de procedimiento mecanico.
* Sintaxis.
* Semantica.

En un modelo de computacién se tiene:

* Procedimiento mecanico.
* Funciones computables.

* Maquinas.

De ahi que existan modelos de computacién:

e Orientados a programas (Modelo GOTO, modelo WHILE, etc.)
e Orientados a funciones (Funciones recursivas, A-calculables, etc.)
e Orientados a maquinas (Maquinas de Turing, de Post, URM, etc.)
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Madquina de Turing determinista: Sintaxis

Es una tupla, M =(Q, X%, 4, qo, F, B,>):

uF

Q es un conjunto finito no vacio (estados).
Y es un alfabeto (de trabajo de la maquina) tal que ¥ N Q = 0.

d es una aplicacién (funcién de transicién) de (Q — F) X X en
Q x X x {0,1,—1} tal que:

% Sid(q,>) =(q’,s’,x) entonces s’ =p> A x=1
go € Q (estado inicial).
F={qgnqy,9.} C Q@ — {qo} (estados finales).
B € X (simbolo blanco).

> € X (primer simbolo) verificando que > # B.
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Informalmente, una maquina de Turing determinista M consta de:

* Una cinta infinita estructurada en casillas enumeradas (con primera casilla),
cada una conteniendo un simbolo del alfabeto de trabajo.

* Un cabezal de trabajo lector/escritor que inspecciona el contenido de una
casilla (lee), puede cambiar su contenido por otro simbolo (escribe) y se
desplaza a lo largo de la cinta (una casilla a la derecha, una casilla a la izquierda
o se queda en el mismo sitio).

Unidad de Control
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Si é(q,s) = (q’,s’, x), diremos que M pasa de q a ¢’, sustituye s por s’ y se desplaza
segtin el valor de x € {0,1,—1}.




Madaquina de Turing determinista: Semantica

Configuracion (descripcion instantanea) de una maquina de Turing M:

Una terna (g, w,u) talque g € Q,w € X" yu e x”.

Una configuracién (g, w, u) puede ser interpretada como sigue:

* q es el estado actual en que se encuentra la maquina M.
* >wu es la palabra escrita en la cinta de la maquina M.

* Si w no es la cadena vacia, la mdquina M analiza el Gltimo simbolo de w.
Caso contrario, analiza el simbolo > de la primera casilla.

Unidad de Control
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Madaquina de Turing determinista: Semantica

Sea C = (g, w, u) una configuracién de M.

% Siq=qop, wes lacadenavacia Ay u € (£ — {B})*: C es la configuracién inicial con dato de entrada

u 'y notaremos C = [,.
% Si g € F: C es una configuracion de parada.
* Si g = qy: C esuna configuracién de aceptacion.

* Si g = qp: C es una configuracién de rechazo.

Configuracion siguiente: Sea (g, wy ... w,_1w,, uju . . . us) una configuracién de M.

——
x Sié(q, wr) = (q’,w/, —1), diremos que la configuracién siguiente de (q, wy ... w,_1 vlv',7 upuy ... Us)
N— ——

—_—
’ + ’
es (q',wy - - w1, wpurup .. Us).
———

——
x Sid(q, wr) = (q’, w/, +1), diremos que la configuracién siguiente de (g, wy ... w,_1 vtl/',, upup . .. Us)

’ 74
es(q',wy ... wo_1w, Uy, up ... us).

——
« Sié(q, wr) = (q’,w/,0), diremos que la configuracién siguiente de (q, wy . .. w,_1 vlv',7 upup ... Ugs) es

———
4
——
’
(q,wi ... w1 Wy, Ui ... uUs).
N— ———
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Madaquina de Turing determinista: Semantica

Una computacién C de una MT es una sucesién (finita o infinita) de configuraciones
(G, Gr,y..., Cr), r € NU {0}, tal que

* Cp es una configuracién inicial (asociada a un dato de entrada u € (X — {B})*).

* Para cada i < r, la configuracién C;;1 es la configuracién siguiente de C;.

* La computaciéon C es de parada si

e r € Ny la dltima configuracién C, es (g, A, u'), siendo g € {qy, an, qn) ¥ u e (£ - {B}H)*.

* Si g = gy, diremos que M acepta el dato u y escribiremos M(u) = yes.

% Si g = qp, diremos que M rechaza el dato u y escribiremos M(u) = no.
% Si g = qp, diremos que el resultado de la computacién es v’ € (X — {B})* y
escribiremos M(u) = u’.
* Si la computacién C es de parada, escribiremos M(u) |
* Si la computacién C no es de parada, escribiremos M(u) 1
e 0
Us
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Decision en una MTD

Una MTD es de decisién si sus estados finales son g, y gn.
Sea L un lenguaje sobre el alfabeto X — {B}.

Si M es una MTD de decisién, diremos que:
* M decide el lenguaje L siy solo si para cada u € (X — {B})" se verifica:
e Siu€ L, entonces M(u) = yes (el estado de la configuracion de parada es gy ).

e Siu ¢ L, entonces M(U) = NO (el estado de la configuracion de parada es gj).
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Ejemplo de una MTD de decision

Q = {q07 q17 q27 CIL ¢7§7 ¢737 qh7 qy> q"}r z = {07 17 B7[>}

uF

(Q—F)xX | QxXx{0,1,—-1}
(90, 0) (q1,>,1)
(90, 1) (92,>, 1)
(90, B) (gy, B, 0)
(90, >) (g0,>,1)
(q1,0) (q1,0,1)
(q1,1) (q1,1,1)
(q1,B) (91,8, -1)
(92,0) (92,0, 1)
(92,1) (g2,1,1)
(92, B) (93, B, —1)
(41,0) (g3,B,—1)
(91,1 (gn,1,0)
(a1, ) (9y,B,1)
(93.0) (gn,1,0)
(@, 1) (93, B, —1)
(9, >) (qy,>, 1)
(93,0) (93,0, —1)
(g3, 1) (q3,1, —1)
(g3,>) (90,>,1)
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MTD'’s que calculan funciones

* Una MTD, M, calcula una funcién parcial f : (X — {B})*— = X" siy
solo si para cada u € (X — {B})" se tiene que:

* M | usiysolosif(u) |.
% Si M | u entonces M(u) = f(u).

Un ejemPIO: Q = {q07 qi1, gh, qY7 qn}v z = {Ov 1a Ba‘>}

(Q—F)xX | QxXxXx{0,1,—1}
(90,0) (90,0, 1)
(90, 1) (90,1, 1)
(90, B) (q1,B, —1)
(g0, >) (q0,>,1)
(1,0) (an, 1,0)
(q1, 1) (91,0, —1)
(g1, B) (g1, B, 0)
(q1,>) (g, >, 1)
Hallemos M(01)
q
1.% o1B. 5 >0 1 B
90 a
2.> 0 1B. 6.> 0 0B.
q0 dh
3.0 1 B. 7.> 1 0B.

q0
4. > 01 B.



MTD'’s que resuelven problemas

i Cémo resolver un problema X7
x Sea X un problema de decisién.
* Una MTD resuelve X siy solo si decide el lenguaje asociado a X.
x Sea X un problema caracterizado por una funcién total fx : Lx — X*.

* Una MTD resuelve X siy solo si calcula la funcién fx.
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Maquina de Turing determinista con k cintas

* En cada instante la maquina estd en un estado.
* Consta de k cintas, infinitas a la derecha con primera casilla.
* Cada cinta tiene un cabezal lector/escritor que en cada instante:

e Analiza una casilla.
o Puede reescribir sobre la casilla.
e Puede cambiar de estado (el mismo en todas las casillas).

e Se puede desplazar: +1,—1,0.

RGNC
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* Para realizar una computacién con entrada v € X*:

e Se registra la entrada u € ©* en la primera cinta.
e Las restantes cintas estan en blanco.
e Todos los cabezales apuntan a la primera casilla.
e La maquina estd en el estado inicial.
e La funcién de transicién actida sobre cada cinta.
El resultado de una computacién de parada es:
* yes, si el estado de la configuracién de parada es gy .

s 1o, si el estado de la configuracién de parada es gp.

# El contenido de la cinta k—ésima, si el estado de la configuracién de parada es qj,.

Teorema : Para cada MTD, M, con k cintas existe una MTD, M’, con
una cinta tal que M(w) = M’(w), para cada entrada w.

i Qué peaje se ha de pagar para “pasar’ de una MTD con k cintas a una

MTD con una séla cinta que sea “equivalente” a ella?




Maquina de Turing no determinista

Es una tupla, M = (Q, X, 6, qo, F, B,>), en donde:

e @ es un conjunto finito no vacio (estados).
e Y es un alfabeto (de trabajo de la maquina), Q N X = (.

0:(Q—F)xX —=P(QxXx{0,1,—1}) (funcién de transicion).

go € Q (estado inicial).

F={qgn qy,q9,} C Q@ — {qo} (estados finales).

B € X (simbolo blanco)

e > € X (primer simbolo), > # B.
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MTD versus MTND

Es una tupla M = (Q, %, 4, qo, F, B,>):

Magquina de Turing determinista ‘

s

* Q es un conjunto finito no vacio (estados).

* ¥ es un alfabeto (de la mdquina), ¥ N Q = 0.

6:(QfF)><Z~>Q><Z><{OA1.—1}‘

* qo € Q (estado inicial).
* F={an,qy,an} C Q@ — {qo} (estados finales).
* B € ¥ (simbolo blanco).

* > € X (primer simbolo), > # B.

RGNC

Magquina de Turing no determinista

* Q es un conjunto finito no vacio (estados).

* ¥ es un alfabeto (de la mdquina), Q N = 0.

§:(Q—F) X —»PQxxx {01 -1})

* qo € Q (estado inicial).
* F={aqn,qy,an} C Q@ — {qo} (estados finales).
* B € ¥ (simbolo blanco).

* > € X (primer simbolo), > # B.




Maquina de Turing no determinista

Los conceptos de d.i. y computacion en MTNDs se definen de manera similar a
como se hizo con las MTDs.

e Una d.i. de una MTND puede tener mds de una d.i. siguiente.
e Dada una MTND, M, y un dato de entrada u pueden existir muchas computaciones de M sobre u.
e Toda MTD es, en particular, una MTND.

e Una MTND de decisién es aquella cuyos estados finales son {qy, qn}.
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Decision en una MTND

Sea L un lenguaje sobre el alfabeto X — {B}.
Si M es una MTND de decisién, diremos que:
* M decide el lenguaje L si y solo si para cada u € (X — {B})" se verifica:

e u € L siy sélo si existe, al menos, una computacién de M(u) tal
que para y devuelve yes.

Teorema : Sea L un lenguaje tal que una MTND, M, decide L. Entonces
existe otra MTD, M’, con tres cintas que también decide L (ver ANEXO).

i Qué peaje se ha de pagar para “pasar’ de una MTND que decide L a una
MTD que también decide L?

Una MTND resuelve un problema de decisién X si y solo si decide el lenguaje
asociado a X.
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ANEXO

Teorema: Toda MTND puede ser simulada por una MTD con tres cintas.
Idea de la demostracion:

Sea M una MTND (p: ndmero maximo de elecciones no deterministas en M).

Para cada entrada u de M se considera el arbol de computacién T, asociado:
* La raiz es la configuracién inicial asociada a u.
* Los nodos son las distintas configuraciones.

* Existe un arco de C; a (; si y solo si existe una transiciéon en M de G a
G.

Se simulard el drbol de computacién T, mediante un recorrido en anchura.
* En primer lugar, todas las configuraciones obtenidas al ejecutar un paso.
* En primer lugar, todas las configuraciones obtenidas al ejecutar dos pasos.
* Y asi sucesivamente.

)
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Una direccién es una cadena del alfabeto ', = {1,..., p}
* Cada nodo de T, tiene asociada univocamente una direccién (vdlidas).

* Existen direcciones que no se corresponden con ningin nodo (no vdlidas).

Las cadenas de s se ordenan lexicograficamente, segtin su longitud.

Descripcién informal de una MTD, M’, con tres cintas que simula a M:
* Cinta 1: de entrada.
* Cinta 2: de simulaciones.

* Cinta 3: de direcciones.
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Un algorimo que implementa una MTD, M’, es el siguiente:

1. Inicialmente, la cinta 1 contiene a u y las cintas 2 y 3 estan vacias
2. Colocar en la cinta 3 la primera cadena de r;‘,

3. Borrar la cinta 2, y copiar la cinta 1 en la cinta 2

4. Usar la cinta 2 para simular la parte de la computacién correspondiente a la cadena de I',*; que aparece en

la cinta 3. Para ello:

* Se analiza el primer simbolo de la cadena de la cinta 3.
* (*) Si es vdlido, entonces
— Realizar la correspondiente eleccién no determinista
— Si ha llegado a una configuracién de aceptacién, entonces aceptar y terminar
— Si no,
si queda algin simbolo por analizar en la cinta 3, elegir el siguiente e ir a (*)
si no, ir al paso 5

si no es valido, ir al paso 5
5. Reemplazar la cadena de la cinta 3 por la siguiente cadena.

* Si no hay siguiente cadena, entonces terminar
6. Ir al paso 3.
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