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El predicado STEP("
Proposicién. Para cada n > 1 el predicado (n + 2)-ario:
sTEP(") (x15 ..., %n,¥,t) =  El programa de cédigo y sobre (xi, ..., xp), para en, a lo sumo, t pasos.

es primitivo recursivo.
Demostracién: Sea y el cédigo de un programa P = (I, . .., I;). Entonces #(I;) = (y + 1); = (a, (b, c)).
(a) Funciones asociadas a las instrucciones.

»  Ftiqueta que precede a la instruccién:
label :  N? — N
U,y) = Uy + 1))
Es decir, label(j,y) = a

»  Variable de la instruccion:
var : N — N

U, y) = r(r((y + 1)) + 1
Es decir, var(j,y) = c+1
»  Formato de la instruccion:
instr:  N° — N
U, y) = 1(r((y +1);))
Es decir, instr(j,y) = b

> Etiqueta a que hace referencia la instruccion:
label’ :  N? — N
(,y) — instr (j,y) — 2
Nota: Si /; no es condicional, label’(j, y) = 0.
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El

predicado STEP(" (11)

(b) Predicados reconocedores de instrucciones.

. - : L X I(x) =j  representa la instruccién a ejecutar
Sea x = (j, s) el cédigo de una configuracién de P: { f(x) =s esel cédigo del estado

P Predicado SKIP (sin efecto):

instr(I(x),y) = 0 A I(x) < Long(y + 1)

SKIP(x,y) = { \Y

instr(1(x), ¥) 2 2 A Puar(i(x),y) 1 1(x)
»  Predicado INCR.

INCR(x, y) = instr(I(x),y) =1

P Predicado DECR (con efecto).

instr(I(x),y) =2

DECR(x,y) = { A

Puar(i(x),y) | 7(x)

»  Predicado COND (con efecto).

instr(1(x), y) > 2 A Pyar(i(x),y) I7(X)
COND(x,y) = A

3j < Long(y + 1)(label(j, y) = label’ (I(x), y))
e
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El predicado STEP™ (Ill)

(c) Funcién que proporciona la configuracién siguiente:

suc(x, y) =
(I(x) + 1, r(x)) si SKIP(x, y)
(I(x) + 1, r(x)Pyar(i(x),y)) si INCR(x, y)
(I(x) + 1, qt(r(x), Puar(i(x), )} si DECR(x, y)

(uj < Long(y + 1)[label(j, y) = label’ (I(x), )], r(x))  si COND(x, y)

(Long(y +1) + 1, r(x)) e.c.o.c.

(d) Funcién de iniciacién:

inict™ (x1, ..oy xa) = (1, TI7=y (o))

(e) Predicado de finalizacién:

TERM(x,y) = I(x) > Long(y + 1)

(f) Funcién que proporciona la configuracién k—ésima:

di(")()q, ooy Xny ¥, 0) = inic(")(xl, .. Xn)
dil™ (xq, oy X,y k1) = suc(dil™ (x1, ..., xn, v, k), y)

=Einalmente: STEP(")(xl, vy Xn, Y, B) = TERI\/I(di(")(xl, vy Xny V5 ), ).

or tanto, el predicado (n + 2)-ario STEP™ es primitivo recursivo.
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Teorema de la forma normal de Kleene

Enunciado: Para cada n > 1, existe un predicado primitivo recursivo
(n 4+ 2)-ario, To(x1, ..., Xn, €, 2), que verifica:
» Para cada funcién GOTO—computable y n-aria, f, existe e € N tal que para
cada (n+ 1)-tupla (X, e, z) se tiene:

» f(X) |& 3z To(X, e, 2)

> (%) = I(pz(7n(%, e, 2))
Demostracion: Se considera el predicado (n + 2)-ario:
Ts(X, e, z) = El programa de cédigo e con entrada X para en, a lo sumo, r(z) pasos y devuelve /(z)
Entonces T (X, e, z) es PR ya que T;(%, e, z) = STEP() (X, e, r(z)) A (r(di(" (%, e, r(2))))1 = I(2).
Sea f una funcién GOTO—computable y n-aria, P un programa GOTO tal que [P](") =fye=#(P).
Entonces: £(%) 1 [PIM(®) | < FSTEPM (%, e, t) & 327,(%, e, 2).

Ademds:

P Si £(R) T entonces ~3zT,(R, e, z). Luego pz(Tn(R, e, 2)) T

P Si £(%) | entonces £(%) = [PI'(R) = I(uz(Th(Z, e, 2))).

Consecuencia: Toda funcién GOTO—computable es recursiva.
.@%n efecto: si f es una funcién n-aria y GOTO—computable, entonces existe e € N tal que f(X) = /(nz(Zx(X, e, z)
U=
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Enumeracion efectiva de las funciones recursivas

Para n > 1y e € N, se define la funcidn recursiva n-aria de indice e, <pg"), asi:

PU(R) = Un(%, €)

Consideraciones inmediatas:

> ol =[pl"

> u"(Xv e) = I(NZTn(;@ e,z))

> Si k> n, ga(en)(xl,..., n) = go(e )(Xl,...,xn,O,...,O).
Proposicién: Sea n > 1. La sucesién {<p(en) : e € N} es una enumeracién
efectiva de las funciones recursivas n—arias. Es decir:

1) VeeN, o7 e P

2) Si f e P existe e €N, f = pl”(X).

3) Existe F, € P tal que (F (X, e) = <p£”)(>?)), para cada X € N", e € N.

Basta tener presente que gogn)(?) = Up(X, e) y que {Un(X, k) : k € N} constituye una enumeracién de las

;riéunciones n-arias G-computables. En cuanto a 3) témese F, = U, Im
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El teorema s-n-m

Enunciado: Para cada n, m > existe una funcién (n + 1)-aria primitiva
recursiva e inyectiva, S;,, que verifica:

VneNVmeNVeeNVXeN"VieN (o e (%) = &M (%,3))

Se prueba por induccién sobre n.

P Caso base: n = 1.
Sean m, e, a € N tales que m > 1. Sea P el programa de cédigo e y sea e’ el cédigo del programa

Xmt1 — Xmy1 +1

Xm+1 — Xmy1 +1
P

Entonces
(m)

m+1)(
S,ln(e,a)

® (X17<--7Xm):SP(J)(XM»H,Xm):AP(e X1y -+ s Xm, @)

P Paso inductivo: supongamos cierto el resultado para n.

Suponiendo la existencia de 5,’,’,, verificando las condiciones del enunciado, se define
5n+1 _ Sn 51
m (€31, -5 an ant1) = Sp(Spyn(es ant1), a1, - - -5 an))
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Corolario: Existe una funcién binaria primitiva recursiva, g, tal que:

Ve,e €N (¢} 0ol = ol )

Basta considerar la funcidn recursiva h(z, e1, &) = 4,0(31)(@(;)(2)) y aplicar el
teorema s —n—m para n=2y m=1, ala funcién h.

Sea e € N tal que ¢ = h. Definamos g(u,v) = S?(e,u,v). Entonces
—n—m (3
(p(gl()elvez)(z) = 9022)( (Z) M @g )(27 €1, 62) =

e,e1,e2)

h(27 €1, € ) 506‘1 ( (Z)) = (9061 © 9022))( )
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