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La sucesién de ndmeros primos.

Consideremos la siguiente funcién p : N — N definida asi:

p(n):{ 0 i n=0

el n—ésimo primo si n>1

La funcién p proporciona la sucesién de nimeros primos (para n > 1).
Notaremos p(n) = pn.

Proposicion. La funcién p es primitiva recursiva.

Para demostrar este resultado hay que usar el siguiente lema de Euclides:
> Lema. Vn(prr1 < 1+ pal).

Entonces basta describir la funcién p como sigue:

{ p(0) = 0
p(n+1) py < (L+ p(n)t) (primo(y) Ay > p(n))
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Codificaciones

Definicién (sucesiones finitas).
Una codificacién de N” a partir de N, es una funcién total f : N° — N que

verifica:
» f es PR e inyectiva.
» Para cada i,1 </ < p, la funcién total, gi : N — N definida por

v a sixerang(f)Ax=f(a1,..,ap)
&(x) _{ 0 e.co.c.

es PR.

Definicién: (sucesiones de longitud arbitraria)

Sea N = {e}UNUN?U...UNKU... (donde ¢ es la sucesién vacia). Diremos
que una funcién total f : N’ — N, codifica N a partir de N, si para cada

p > 1 la restriccién de f a N? es una codificacién de NP a partir de N.
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La funcién par

La funcién par es la funcién total J : N> — N definida por

Jx,y)=2"-(2y+1)~1

» La funcién J es PR y biyectiva.
» Para todo x,y € N se verifica que x < J(x,y) , ¥y < J(x,y).
> Existen K,L: N — N tales que si z = (x, y), entonces
K =x L) =y z=JK(),Lz)
K y L son funciones decodificadoras de la funcién par.

» Las funciones K y L son PR.

Nota. Usando la funcién par podemos codificar N* a partir de N:
(vaaz) I J(X7J(yvz))

_Y, en general, N? a partir de N, para cada p > 3.
us
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La codificacién de Godel

Sea {pn : n > 1} la sucesién de ndmeros primosy [ --- ] : N — N la funcién
definida asi:

{1 1
[a1,...;an] = pit...pir

Diremos que [a1, ..., an] es el nimero de Godel de la sucesién finita ai, ..., an.

Propiedades:

>

>
>
>
>

La funcién [ -« ] codifica N’ a partir de N.

Para cada i (1 < i < n) se verifica que a; < [a, ..., an].
La funcién [ - - ] no es inyectiva.

rang([ -~ )= N— {0}.

Cada nimero natural codifica infinitas sucesiones, ya que
[a1, ..., an] = [a1, -, @n, 0] = [a1, ..., 3,,0,0] = . ..

En general se tiene que [a1, ..., as] # [0, a1, ..., an].
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La funcién componente (I)

Para cada nimero natural x > 2 existen unos tinicos nimeros naturales

ai,...,an verificando que a, >0y x = p;* - -- - - pa" (es decir, tal que
x = [a1, ..., an]).
Se trata de definir el concepto de componentes del nimero de Godel [a1, ..., an]

de tal manera que si x > 2, entonces la componente i—ésima de x = [a, ..., an]
sea, precisamente, a; (para 1 < i < n).

En el caso que estamos considerando (x > 2) jqué propiedad caracteriza al
niimero a; en relacidén con x = [a1, ..., an]?

Teniendo presente que x = [a1,...,a,] = p;t -+ - - pilee pir se deduce que:

» El nimero p;’ divide al nimero x.

1

> El nimero p/™* no divide a x.

Por tanto, a; es el menor niimero t para el que p,-t+1 no divide a x. Ademas,
ese nimero t debe ser menor o igual que x.
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La funcién componente (II)

Estas consideraciones nos lleva proponer la siguiente definicién:
» Para cada ndmero natural x > 2 y cada ndmero natural i/, la
componente i—ésima de x es el menor nimero t < x tal que pf“ no
divide a x.

> Notaremos por (x); = a; la componente j—ésima de x.

> Ademds, convendremos que si x = 0, 1, entonces (x); = 0 para cada
i € Ny que (x)o =0 para cada x € N.

Asi pues, la funcion componente estd caracterizada por las condiciones:

= {0 Six=0,1Vi=0
T pt < x (=(pftx))  eco.c

De la definicién anterior resulta que:

> Six=p----- pan = [a1, ..., an], entonces (x); = 0 para cada i > n.

» La funcién componente es PR.
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La funcién 3 de Godel

Teorema: Existe una funcién 3 : N> — N tal que:
» (3 es primitiva recursiva.

» Para cada n € Ny cada sucesién finita (ao, ..., a,) existe a € N tal que
Vi< n(B(a, i) = ai)

> VieN (B(0,i) = 0).

> VieN (B(a,i)<a—1).

» Si a # 0 entonces 3(a, i) < a.

» El elemento a estd acotado por una funcién primitiva recursiva.

Demostracién: Témese a = [ao, a1, ..., an] y definase B(a, i) = (a)it+1.
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La funcién longitud (1)

Recordemos que para cada ndmero natural x > 2 existen unos Unicos nimeros

naturales ai, ..., a, verificando que a, >0y x = pj* - -- - pan (es decir, tal que
x = [a1, ..., an]).
Se trata de definir el concepto de longitud del ndmero de Gédel [a1, ..., an] de

tal manera que si x > 2y x = [ax, ..., an], entonces su longitud sea n.

En el caso que estamos considerando (x > 2) jqué propiedad caracteriza al
ndmero n en relacién con x = [ay, ..., an]?

Teniendo presente que x = [a1, ..., an] = pi* - -+ - - pa" se deduce que:

> (x)n #0.

» Para cada i (i < x Ai > n) se tiene que (x); = 0.

Por tanto, n es el menor ndmero t que verifica:

> (x)e #0.

> Vi(i<xAi>n—(x)=0.

=
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La funcién longitud (11)

Estas consideraciones nos lleva proponer la siguiente definicién:

» Para cada nimero natural x > 2, la longitud de x es el menor nimero
t<xtalque (x)e Z0y Vi (i <xAi>t— (x)i=0.

> Notaremos por Long(x) la longitud de x.
» Ademds, convendremos que si x = 0, 1, entonces Long(x) = 0.
Asi pues, la funcion longitud estd caracterizada por las condiciones:

Long(x) = 0 six=0,1
V)= U pt <x () #0AVi<x(i>t— (x)i=0) ecoc.

De la definicién anterior resulta que:
> Six=pt----- pin = a1, ..., an], con a, # 0, entonces Long(x) = n.

» La funcién longitud es PR.
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